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1. Laboratorium 2: Interpolacja

1.1. Wstep

Rozpatrzmy takie zadanie: Mamy zestaw par punktéw {x;, y; },i =
0,1,2,...,N. Moga pochodzi¢ one z pomiaréw jakiego$ zjawiska
(z eksperymentu) albo z probkowania jakiejs nieznanej funkeji f(z)
(y; = f(x;)). Nie znamy zalezno$ci pomiedzy = a y i poszukujemy
takiej funkcji w(x), ze: w(x;) = y;.

Co wiecej bardzo czesto zadamy dodatkowo, zeby funkcja pozwa-
lata na tatwe manipulacje (dodawanie, mnozenie funkcji, rézniczkowa-
nie), a wyliczanie jej wartosci nie byto zbyt kosztowne.

Czasami zadanie stawiane jest niej ambitnie — mamy zestaw
{z;,y;},1=0,1,2,..., N, a interesuja nas wartosci funkcji ,,miedzy”
tymi punktami.

W przypadku, gdy A < 21 < 2 < --- < 2, < B, a interesuja
nas wartosci funkcji dla argumentéw = < A lub x > B (czyli spoza
zakresu pomiarow) zadanie bedziemy nazywaé ekstrapolacja.

1.2. Wielomiany

Bardzo czesto jako funkcje w(x) wybierane sa wielomiany. Latwo
je rézniczkowac, stosunkowo tatwo oblicza¢ wartosé a i zadanie znale-
zienia wspotczynnikow wielomianu interpolacyjnego jest stosunkowo
proste.



Do wyliczania wartosci takiego wielomianu najlepiej stosowaé
schemat Hornera.

1.3. Interpolacja Lagrange’a

Interpolacja Lagrange’a polega na znalezieniu dla danego zestawu
danych {x;,y;},4 =0,1,2,..., N wielomianu W,, stopnia nie wyzszego
niz n, ktérego wartosci w n+ 1 punktach x; sg takie same jak wartosci
interpolowanej funkcji, tzn.:

Wy(z;) =vy;, dlai=0,1,2,...,N

przy czym zakladamy, ze gdy ¢ # j to z; # x;.
Mozna pokazaé, ze tak postawione zadanie interpolacyjne ma
jednoznaczne rozwigzanie, ktére mozna przedstawi¢ w postaci:

1 dlai=j
gdzie funkcja pomocnicza l;(x;) = 6;; = A Z ‘7 , W szczegdlno-
0 dlai#y
Sci: N
T —x;
lz‘ (l’) = J
j];[() Li — T
i

Mozna pokazaé ze jest to jednoznaczne rozwigzanie problemu inter-
polacji Lagrange’a.

Niestety, posta¢ Lagrange’a wielomianu interpolacyjnego jest bar-
dzo niewygodna do prowadzenia jakichkolwiek obliczen. Zazwyczaj
wylicza si¢ wspotczynniki wielomianu klasycznego i uzywa ich w obli-
czeniach.

Aby wyliczyé¢ wspotezynniki wielomianu nalezy rozwigza¢ uktad
n + 1 roéwnan liniowych:

2 N .
ap + amxiasxr; +---+anz; =y, +=0,1,....N

3


http://kmim.wm.pwr.edu.pl/myszka/dydaktyka/metody-numeryczne/dodatki/schemat-hornera/

Z wzgledu na specyficzng postaé wspotezynnikéw (1, z,22,. .. z™) —
sa one zalezne, co moze by¢ problemem w przypadku réwnoodlegtych
weztéw) najlepiej stosowaé specjalne metody rozwiazywania tego
uktadu réwnan.

Jedna z nich, oparta na wyliczaniu ilorazéw réznicowych opisana zo-
stanie pokrétee nizej. Wspominam o niej z , konikarskiego obowiazku”
— to wlasnie do wyliczania wartosci wielomianéw interpolacyjnych
Babbage budowat swoj pierwszy ,komputer:” Maszyne roznicowa.

Wielomian interpolacyjny W, (z) zapisywany jest w alternatywnej

postaci:
N
= bipi(z)
=0
Wielomiany pg(x) opisane sa wzorem:

po(z) =1
pk(-l"):($—9€0)(x—x1)...(:c—xk_1), k’:1,2,...7N

Wspoétezynniki b dane sa wzorem:

ﬁ

J#l
Wspotezynniki b, nosza nazwe ilorazow réznicowych funkcji f
(pamietamy, ze y; = f(z;)) opartej na weztach xg, 1, ..., xy. Ilorazy
réznicowe oznacza¢ bedziemy tak: flx;, xji1, ..., Tk
I+k
flon i, - ] = Zl+k
@ — )
j=l
JFi

Mozna pokazac, ze zachodzi nastepujaca zaleznosé rekurencyjna:

f[371+17 Ti42, ... 7961+k] - f[iﬁl, Ti+1, .- - ,Iz+k71]
Lipk — Ty



https://pl.wikipedia.org/wiki/Maszyna_r%C3%B3%C5%BCnicowa

Wyliczenie wspotezynnikéw by sprowadza sie do rekurencyjnego
wyliczania ilorazow réznicowych funkcji f. Budujemy tablice zawiera-
jaca wartosci x;, wartosci f(z;) oraz odpowiednie ilorazy réznicowe:

zo  f(wo)
zy f(x1)  flzo, 21
zy  f(w2) [l 7] flxo, z1, 2]

Szukane wspotczynniki b, réwne sa elementom przekatniowym po-
wyzszej tablicy.

Powyzsze obliczenia mozna wykonaé¢ bardzo tatwo korzystajac
z nastepujacego algorytmu:

for (k = 1; k <= n, k++)
for (1 =n; 1 >= k; 1--)
f[1] (f[1] - f[1 - 11) / (x[1] - x[1 - 1]);

Poniewaz najwygodniejsza (i najefektywniejsza) metoda liczenia
wartosci wielomianéw jest metoda Hornera — trzeba ze korzystajac ze
wspotczynnikow by, wyliczy¢ wspotezynniki a; wielomianu w postaci
naturalnej. Jest to réwniez dosy¢ proste [I]. Realizuje je nastepujacy
algorytm:

aln] = blnl;
for (i =n - 1; i~>= 0; i--)
{
xi = x[i];
alil = blil;
for (k = i; k <= n - 1; k++)
alk] = alk] - xi * alk + 1];

3

Naszkicowany powyzej algorytm jest praktycznie najefektywniej-
szym algorytmem interpolacji. Jedynie w przypadku interpolacji trygo-
nometrycznej i uzycia Szybkiej Transformaty Fouriera, dla duzych N
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bedzie ona tansza od algorytmu ilorazéw réznicowych. Zainteresowanie
Babbage’a tym algorytmem nie powinno zatem budzi¢ zdziwienia.

Przydanosé¢ algorytmu interpolacji pokazuje przyktadowy notatnik
Mathematici, gdzie na podstawie siedemnastu wartosci funkcji sinus,
ktore kazdy zna (powinien zna¢) budowany jest wielomian interpola-
cyjny. Dla duzych n (w tym wypadku 16) obliczenia chwile trwaja,
ale wyniki sg catkiem doktadne.

1.4. Funkcje sklejane

Interpolacja za pomocg wielomianéw stopnia n, gdy n jest duze
ma szereg efektéw ubocznych — gwarantuje co prawda, ze wy,(z;) =
f(z;), ale nie gwarantuje zadnego ,przyzwoitego zachowania pomiedzy
weztami. Im wigcej punktow — tym wyzszy stopien wielomianu i tym
,gorzej” sie on zachowuje.

Funkcje rzeczywista S nazywamy funkcja sklejang stopnia m z we-
zlamia =29 <1 <...<xy =0 jesli
1. w kazdym przedziale (z;_q,2;) dlai = 0,1,... ., N+ 1 (z_y =

—00,Zy4+1 = 00) S jest wielomianem stopnia nie wyzszego niz m,
2. S1ijej pochodne rzedu 1,2,...,m — 1 sg ciagte na calej osi rze-

czywistej S € C™ L,

Gdy m = 1, funkcja sklejana jest po prostu lamang. Otrzymana
funkcja interpolacyjna bedzie ciggta, ale pochodna bedzie nieciggla,
co znaczy, ze funkcja nie jest gltadka. Mozna (podwyzszajac m) do-
prowadzi¢ do sytuacje, ze funkcja jest ciggly, ma pochodng, ktora
réwniez jest ciagla. Otrzymana funkcja bedzie gtadka. (Natomiast
moze okazaé sie, ze druga pochodna juz ciggly nie jest — co ma
swoje konsekwencje.) Zazwyczaj ciagtosé pierwszej, a czasami drugiej
pochodnej jest wystarczajaca.

Funkcje sklejane to specjalna kategoria funkcji interpolacyjnych.
Sa one skonstruowane z , kawatkow” (funkcja moze by¢ inna w kazdym
przedziale interpolacji), ale maja szereg zalet. Nadaja sie zwtaszcza,
gdy trzeba na podstawie siatki (na przyktad MES) utworzy¢ gladka
powierzchnie.


http://kmim.wm.pwr.edu.pl/myszka/wp-content/uploads/sites/2/2015/10/sinus.nb

Szczegblnym przypadkiem sa krzywe Beziera (Bezier curve).

1.5. Mathematica

1.5.1. Interpolacja wielomianowa

Do wyliczania wielomianéw interpolacyjnych stuzy funkcja Inter-
polation. Mozna jez uzy¢ albo tak:
data = {1,2,-3,5, 8,3}

f = Interpolation|data, InterpolationOrder — 4]
W tym przypadku zaktada sie, ze nasz zestaw danych to pary: {(1,1),
(27 2)7 (37 _3>7 (47 5)7 (57 8)? (67 3)}

Rzad interpolacji (InterpolationOrder, standardowo 3) jest bar-
dzo waznym parametrem. Interpolacja odbywa si¢ w sposob opisany
wezesniej tylko wtedy, gdy rzad interpolacji rowna sie n — 1 (gdzie
n to licznosé zbioru danych). Gdy rzad jest mniejszy niz n — 1 —
interpolacja dokonywana jest za pomoca jakiejs formy funkcji skleja-
nych. W szczegdlnosci mozna zazadaé, zeby uzyta byta metoda funkcji
sklejanych dodajac parametr Method—"Spline".

Wynik interpolacji (w tym wypadku f) jest funkcja i moze by¢
uzywane tak jak kazda funkcja: p = Plot[f[z], {z, 1,6}] dajac w efekcie
piekny wykres, albo tak:

y = f[2.5]
—2.41406
of
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Albo, gdy mamy zestaw danych pp, ktéry jest tablicag dwuwymia-
rowa zawierajaca wspotrzedne weztéw w postaci (z,y):
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oo = (0.1, (12} {53} (3,5} (2.8} {3.9)

ff = Interpolation[pp, InterpolationOrder — 1;
Show|Plot[ff[z], {, 0, 0.5}], ListPlot[pp, PlotStyle — Red]]

sl
6L

4L

2[
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20

Przyktadowy notatnik Mathematici pokazujacy zastosowanie in-
terpolacji.

1.5.2. Interpolacja funkcjami sklejanymi

Do interpolacji funkcjami sklejanymi stuzy¢ moga funkcje Inter-
polate lub ListInterpolate, gdy podamy jako metode¢ interpolacji
"Spline". (W zasadzie nie widze miedzy nimi réznicy).

Przyktadowy notatnik do poréwnania interpolacji wielomianowe;j
i splajnow.

1.6. Matlab

Zaktadam, ze wszyscy Panstwo znakomicie znacie Matlaba. Wiec
opisy sa minimalne. Sugeruja zabawy z Mathematica.

1.6.1. Interpolacja wielominowa

Funkcja interpl moze by¢ uzyta do prostych zadan interpolacji.
Korzysta z metod: 'nearest’, ’linear’,’spline’,’pchip’, or ’cubic’ i nie
interpoluje w sposéb opisany w czesci teoretycznej.

Uzycie:

vq = interpl(x, v, xq, method)
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http://kmim.wm.pwr.edu.pl/myszka/wp-content/uploads/sites/2/2015/10/interpolacja2.nb
http://kmim.wm.pwr.edu.pl/myszka/wp-content/uploads/sites/2/2015/10/spline.nb

gdzie x tablica wspoétrzednych x weztéw interpolacji, v — tablica
wspotrzednych y weztéw, xq tablica zawierajaca wartosci punktow,
w ktorych chcemy wyliczyé¢ wartosci interpolowanej funkcji. Zaktada
sie, ze wezly interpolacji sa zapisane w kolejnosci rosnace;j.

I[stnieje réwniez mozliwosé interpolacji na podstawie danych, ktore
nie sa w zaden sposéb uporzadkowane: na przyktad mamy zestaw
punktéw w przestrzeni trojwymiarowej i chcemy narysowaé poziomice.
Uzywa sie wowczas metod opisanych jako interpolating scattered data.

1.7. Zadania

1. Przygotowaé przyktad pokazujacy zachowanie zachowanie wielo-
mianu interpolacyjnego pomiedzy weztami interpolacji.

2. Uzy¢ interpolacji wielomianowej i za pomocg funkcji sklejanych do
przebiegu temperatury z czujnika podczerwonego (plik ma w na-
zwie temperatura_ir). W wyniku powinnismy dosta¢ dwa rézne
,przyblizenia” funkcji ale o tych samych warto$ciach w weztach
interpolacji. Nalezy policzy¢ pochodne obu funkcji interpolacyj-
nych. Wyniki poréwnaé. Wyciagnaé wnioski. (Zamiast interpolacji
wielomianowej — jezeli trudno lub nie da si¢ jej wyliczy¢ — mozna
uzy¢ jakiego$ innego sposobu interpolacji.)

Hint: w przypadku Mathematici, aby uzyska¢ pochodng funkcji f
wystarczy napisaé f’.

1.8. Sprawozdanie

Standardowe.

1.9. Lektury uzupelniajace

Nieco teorii, ale inaczej podanej znalezZ¢é mozna na blogu Szymona
Wasowicza;


https://byc-matematykiem.pl/
https://byc-matematykiem.pl/

Tajniki interpolacji, czesc 1
Tajniki interpolacji, czesc 2
Tajniki interpolacji, czesc¢ 3
Tajniki interpolacji, czesc 4
Tajniki interpolacji, czes¢ 5
Tajniki interpolacji, czesc 6

SR el

1.10. Instrukcja w postaci jednego pliku...

... jest rowniez dostepna.


https://byc-matematykiem.pl/tajniki-interpolacji-czesc-1/
https://byc-matematykiem.pl/tajniki-interpolacji-czesc-2/
https://byc-matematykiem.pl/tajniki-interpolacji-czesc-3/
https://byc-matematykiem.pl/tajniki-interpolacji-czesc-4/
https://byc-matematykiem.pl/tajniki-interpolacji-czesc-5/
https://byc-matematykiem.pl/tajniki-interpolacji-czesc-6/
http://kmim.wm.pwr.edu.pl/myszka/wp-content/uploads/sites/2/2015/09/I02.pdf
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