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1. Laboratorium 3: Aproksymacja

1.1. Wstep

Podstawowym problemem interpolacji jest to, ze stara sie przeprowadzi¢ funkcje
przez wszystkie dane, ktore posiadamy (wezty). Ma to sens tylko i wytacznie wtedy,
gdy dane sa doktadne i niezaburzone. Gdy jest inaczej — powinniSmy mysleé¢
o jakims ich usrednieniu.

1.2. Aproksymacja

Aproksymacja to taka metoda ,przyblizania” danych, w ktorej zadang funkcje
stara si¢ tak poprowadzi¢, zeby byla jak najblizej posiadanych punktéw.

Osobng kwestig jest ustalenie co to znaczy ,,jak najblizej”? Jezeli mamy zestaw
danych pomiarowych (par) (z;,v;), @ = 1,2,..., N, szukamy takiej funkcji f(z)
aby:

Q= Z(f(flfi) — ;)? — min!

Tak postawione zadanie jest bardzo trudne — minimalizacja polega na wybraniu
funkcji takiej, zeby. .. Znacznie proSciej jest rozwigzywac zadanie nastepujace. Niech

f(z) = g(z,a) gdzie a jest wektorem parametréw a = (a1, aq,...,ap), M < N
N
Q=> (g9(zj,a) — y;)* — min!
j=1

Teraz zadanie optymalizacji jest tatwiejsze — musimy wybra¢ wektor liczb. Kolejne
uproszczenie polega na rozwazaniu zadanie liniowego wzgledem parametréw:

g(x,a) = Zaj(Pj(x),

a zadanie optymalizacji wyglada tak:



Jego rozwiazanie jest stosunkowo proste — wystarczy wyliczy¢ pochodne czast-
kowe % i rozwiaza¢ uktad rownan:
J
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Zadanie dalej si¢ upraszcza gdy przyjaé, ze funkcja ¢;(z) = a7.

1.3. Aproksymacja a interpolacja

W przypadku zadania interpolacji zadamy, aby funkcja interpolujaca przeszta
przez wszystkie punkty (wezly interpolacyjne).

Ponizej przedstawiam zestaw punktéw (pomiary temperatury termometrem

IR).
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Rysunek 1.1. Kilka punktéow uzyskanych z pomiaréw temperatury

Krzywe interpolacyjne moga wygladaé¢ tak jak na kolejnym rysunku. Czer-
wonymi kropkami zaznaczone sa wezly interpolacji. Zwracam uwage, ze réznica
miedzy interpolacja Hermite’a a krzywymi sklejanymi nie jest specjalnie wielka.
Niepokojaco natomiast wygladaja réznice pochodnych — pochodna interpolacji
splajnami sze$ciennymi jest gltadka.
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Rysunek 1.2. Przyklady interpolacji (od lewej wielomian Newtona, sklejany Hermita i
sklejany trzeciego stopnia)




1.4. Aproksymacja — Mathematica

Do realizacji aproksymacji wykorzysta¢ mozna w Mathematici funkcje Fit. Jej
wywolanie jest nastepujace:
Fit[data, funs, vars]
gdzie data to zestaw danych (par punktéow), funs funkcja lub wektor funkeji
ktérymi przyblizamy. Na przyklad: {1,z, 22 23 2% 25 25 27 28 29 210 2! 212}
vars — zmienna lub zmienne niezalezne.

Powyzszy zestaw jednomianow w réznych potegach mozna tatwo wygenerowac
automatycznie:

funs = Table [a:i, {1,0, 10}}

2,3 .4
{1,3:,36,35,3:

25 28 2T 8 49 mlo}
i dalej:
funkcjal = Fit[dane[[All, 2]], funs, ]

w wyniku dostajemy wspotczynniki wielomianu:

— 8.003515809018834*"-20'% + 1.1265995371896338*"-162”

— 6.645297813196042*"-142® + 2.1252203010076843*-1127

— 3.981375997713063*"-92° + 4.408253297181539*"-7x°

— 0.00002783542" + 0.000937832% — 0.01654722% + 0.229312 — 1.59072S

Korzysta si¢ z otrzymanej funkcji aproksymacyjnej dosy¢ tatwo, na przyktad:

Plot[funkcjal, {x, 0,288}, PlotStyle — Blue]

albo
ff1[x_ | = funkcjal;

Plot[ff1[z], {z, 0, 288}]

W przypadku bardziej skomplikowanych zadan wykorzysta¢ mozna réwniez
funkcje FindF'it (funkcja aproksymujaca nie musi liniowo zaleze¢ od parametréw),
LinearModelFit (tylko dla modeli liniowych) i chyba najogélniejsza: Nonlinear-
ModelFit.

Na ponizszej ilustracji przyktad aproksymacji dobowych zmian temperatury
z termometru IR wielomianami stopnia 12 (zielony) i 4 (niebieski)).

Jak wida¢ — caly problem sprowadza sie do wyboru odpowiedniej funkcji
aproksymacyjnej.



Rysunek 1.3. Aproksymacja danych wielomianami r6znego stopnia: niebieski — 4, zielony
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1.5. Zadanie do wykonania

Wybraé jakis przebieg dobowy i przyblizy¢ go za pomocy jakiejs sprytnej funkcji

(ktora dobrze bedzie oddawata istote zmiennosci przebiegu.

1.

Uwagi:

Dane otrzymane z pomiaréw zawierajg bardzo duze wartosci wspotrzednych .
Moze to stanowi¢ problem podczas aproksymacji. Stanowczo wigc zalecam prze-
suniecie czasu do zera (to znaczy pierwszy pomiar dokonywany jest w chwili 0,
a nastepne co 300 sekund). Mozna to osiagna¢ tak:

dane = Import[AVERAGE300.dat];

xmin = [Min[dane[[All, 1]]];

dane[[AllL 1]] = dane[[All, 1]] — xmin

Mozna tez poréwnac otrzymane wyniki z wynikami aproksymacji tylko wartosci
y (z przyjmuje wartosci 1,2,...):

funkcjal = Fit[dane[[All,2]], funs, |

Jezeli chodzi o wybdr funkcji — sugeruje zaczaé¢ od wielomianéw. Teoretycznie,
im wyzszy stopien wielomianu — tym przyblizenie lepsze. Tylko nie wiadomo
czy sensowniejsze. Ambitni moga wymysli¢ jakas funkcje nieliniowa lub ztozy¢
z kawaltkéw (patrz tutorial).

1.6. Matlab

Mozliwo$ci matlaba w zakresie aproksymacji wydaja sie by¢ mniejsze. Toolbox

Curve Fitting zawiera funkcje o nazwie fit i wywotaniu:

fit(x,y,fitType)


http://kmim.wm.pwr.edu.pl/myszka/dydaktyka/metody-numeryczne/szybkie-tutoriale/mathematica-tutorial/lekcja-4/

x 1y to dane wejsciowe. jako fitType podac nalezy tancuch znakéw okreslajacy
rodzaj aproksymacji. Mozliwosci opisuje dokumentacja. Sa tam wielomiany do
stopnia 9 i pare innych funkcji.

Najprostsze uzycie (korzystajace z dostarczonych z matlabem danych przykta-
dowych) wygladaé moze tak:

load census;
f=fit(cdate,pop, ’poly2’)
plot(f,cdate,pop)

1.7. Aproksymacja a regresja

Wyobrazmy sobie, ze mamy n pomiaréw x; jakiegos parametru i chcemy za-
aproksymowac je wartoscia stalg x. Chcielibyémy, aby ta stala byta jak najblizsza
wszystkim pomiarom. Interesuje nas zatem taki problem:

n

Q=) (z;—)* = min!

i—1

czyli szukamy takiej wartosci z, ktéra minimalizuje (). Policzmy wiec pierwsza
pochodng % (bedziemy przyréwnywaé ja do zera):

zatem

Wzor ten przypomina nam znany ze statystyki wzér na srednig.

Nie od rzeczy bedzie wspomnie¢, ze aproksymacja ma bardzo wiele wspolnego
ze znang ze statystyki regresja. W pewnym sensie jest to to samo (choé nie nalezy
mowié tego gtosno) — w przypadku regresji jest cata otoczka zwiazana z proba-
bilistyka (w szczegdlnosci zaktada sie, ze x; sa to obserwacje pewnej zmiennej
losowej X, a to bardzo silne zatozenie — méwi ono, o tym, ze istnieje rozktad
prawdopodobiefistwa zmiennej losowej X). Mozna w takim przypadku pokazaé, ze
wyliczona wartos¢ r ma pewne pozadane wtasciwosci — wraz ze wzrostem n, T
zmierza do wartoéci éredniej rozktadu (jest estymatorem wartoéci éredniej) i, ze
jest to estymator nieobcigzony.

W technice wykorzystuje sie érednig do ,polepszania” wynikéw pomiarow.
Zakladamy, ze warto$¢ a mierzona jest z pewnym addytywnym btedem, czyli:
xr; = a + (;; zaburzenia (; sa niezaleznymi realizacjami obserwacji pewnej zmiennej

b}


http://www.mathworks.com/help/curvefit/list-of-library-models-for-curve-and-surface-fitting.html
https://pl.wikipedia.org/wiki/Estymator#Nieobci.C4.85.C5.BCono.C5.9B.C4.87

losowej Z o $redniej 0. Zatem wyliczajac > ; z;, po dokonaniu odpowiednio wielu
pomiaréow ,,odkry¢” mozemy prawdziwg wartosé a.

Podobne interpretacje mozna zaprezentowaé réwniez dla innych zadan, w ktérych
stosujemy aproksymacje.

1.8. Instrukcja w postaci jednego pliku...

... jest réwniez dostepna.


http://kmim.wm.pwr.edu.pl/myszka/wp-content/uploads/sites/2/2015/09/I03.pdf
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