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1. Laboratorium 5: Optymalizacja

1.1. Wstep

Zadania optymalizacyjne to podstawa calej teorii sterowania. Zazwyczaj nie
tylko nam chodzi, zeby osiagna¢ zadany cel, ale rowniez, aby osiagna¢ go albo
w najkrotszym czasie, albo z wykorzystaniem najmniejszej liczby zasobdéw.

Zadanie optymalizacji pojawi¢ sie¢ moze tylko wtedy, gdy mozliwe jest wiecej
niz jedno rozwigzanie.

1.2. Minimalizacja funkcji jednej zmiennej

Problem jest — w zasadzie — bardzo prosty: nalezy znalez¢ takie z, dla ktérego
f(z) przyjmuje warto$¢ minimalna.
Mowimy tez, ze T jest minimum lokalnym jezeli

f(@) < f(z), |z —7|| <e

Funkcja moze mie¢ wiele miniméw lokalnych. Jezeli dla & € X zachodzi:

f(@) = inf f(z)
wowczas mowimy, ze T jest minimum globalnym w zbiorze X.

Zadanie w najogdélniejszym przypadku jest bardzo trudne! Jezeli przyja¢ do-
datkowe zaltozenia — ze funkcja f(x) jest ciagta (co najmniej odcinkami ciagta),
a zbior X jest zwarty i domknigtyﬂ (co to znaczy?) to mozna kusi¢ si¢ o tworzenie
jakichkolwiek sensownych algorytmoéw szukania minimum. (Jezeli funkcja f(x) nie
jest co najmniej odcinkami ciggta — moze okazaé sie, ze jedyna metoda poszu-
kiwania minimum jest przeglad wartosci funkcji dla wszystkich dopuszczalnych
argumentow. )

Jezeli funkcja jest rézniczkowalna szukanie minimum moze sprowadzi¢ si¢ do
rozwigzania réwnania (uktadu réwnan):

f'(x)=0

L 7Zbiér jest domkniety, gdy granica kazdego ciagu, ktérego elementy naleza do zbioru
réwniez nalezy do zbioru. Gdy dodatkowo zbidr jest ograniczony — jest zawarty.



i przeanalizowania wszystkich ,,podejrzanych punktéw”, w ktérych zeruje sie pierw-
sza pochodna funkcji.

Ale, szczerze méwige problem sprowadza sie do zastgpienia jednego trudnego
zadania innym trudnym zadaniem.

Jedyna ogélna metoda aby znalez¢ minimum globalne to znalezé wszystkie
minima lokalne i wybraé¢ z nich najmniejsze. Zatem, tak na prawde, potrzebujemy
dobrych algorytméw wyszukiwania miniméw lokalnych.

Na ogél X jest pewnym podzbiorem wiekszej przestrzeni (méwiac bardzo
nieprecyzyjnie). Zadanie wyszukiwania minimum w zbiorze X jest wéwczas za-
daniem poszukiwania minimum z ograniczeniami. W pewnych przypadkach, gdy
ograniczenia zadane sg za pomoca rownosci stosujac metode mnoznikow Lagrange’a
mozna zadanie z ograniczeniami sprowadzi¢ do zadania poszukiwania minimum
bez ograniczen.

Gdy nie da sie problemu rozwiaza¢ analitycznie (na przyktad rozwiazujac uktad
réwnan), pozostaje stosowanie metod iteracyjnych. Jedng z nich opisze ponize;j.

1.2.1. Metoda zlotego podzialu

Zaktadamy, ze odcinkami ciagta funkcja funkcja f(x) okre$lona dla a < x < bma
tylko jedno minimum lokalne. Chcemy stworzy¢ algorytm, ktory bedzie generowat
ciag liczb zbiezny do tego minimum.

Wyliczamy wartosci funkcji na konicach przedziatu oraz w dwu punktach we-
wnetrznych z; 1 xo, poréwnamy wszystkie (4) wartosci funkeji i wybierzemy
najmniejsza z nich. Dla skupienia uwagi niech bedzie to punkt x;. Mamy trzy
przedzialy [a,x1], [21,xs] oraz [zq,b]. Jasne jest, ze mozemy odrzucié przedziat
[22,b]. (Czemul!?)

Dalsza procedura polega na tym, zeby na odcinku [a, x5] wybraé kolejne dwa
wewnetrzne punkty, wyznaczy¢ w nich wartosci funkcji i procedure powtorzyc. . .

Warto jednak uwzglednié¢ fakt, ze mamy juz wyliczone wartosci funkeji w trzech
punktach: a, z; i x5 — warto wiec tak wybra¢ czwarty punkt aby wykorzystac
wszystko to co juz mamy.



Kolejny punkt tak dodajemy, aby kolejny (krétszy) odcinek podzielony byt
w sposéb ,,podobny” do wyjsciowego. Powinny by¢ spetnione nastepujace zaleznosci:

1 —a To — X1

b—xy=1x1—a,

b—a 1y—a
Rozwiazanie jest nastepujace:
b—xy z1—a 2
= = = —F=~0,38
b —a b —a 57 5 3 + \/5 )

W kazdej iteracji dlugo$é¢ odcinka skraca sie 1 — & ~ 0,62 raza; zatem po n
wyliczeniach wartosci funkcji, dtugo$¢ wynikowego odcinek wynosi (1 — &)"™3
poczatkowej dtugosci. Gdy n — oo dtugoséc¢ odcinka zmierza do zera co gwarantuje
zbiezno$¢ metody. . .

Dla ujednolicenia przyjmiemy a = xy, b = x1; na pierwszym kroku wyliczamy:

Ty = 20 + £(T1 — 70), r3 =1 — &(21 — 20).

Po wyliczeniu wartosci funkcji i wybraniu minimum — odrzucony moze by¢ punkt
z dowolnym indeksem. .. Moze to sprawia¢ problem.

Jezeli na pewnym etapie mamy cztery punkty x;, z;, xj, ; (ktéres z nich sa
koricami przedziatu). Zatézmy, ze w punkcie z; funkcja f osiaga minimalng wartosé.
Odrzucamy ten punkt, ktéry jest najbardziej oddalony od x; (Czemu takie dziatanie
jest uprawnione? I w jakich warunkach?). Niech bedzie to punkt x;. Trzy pozostate
punkty szeregujemy w kolejnoéci:

T < Xy < Ty
Kolejny (wewnetrzny punkt) wyznaczamy ze wzoru:
T=T;+Tp —T;
(Czy na pewno spehia on wymagania ztotego podziatu?)
Obliczenia konczymy gdy
|z — x| <9
1.2.2. Naiwna metoda Monte-Carlo
Losowo wybieramy punkty z zadanego obszaru. Po kilku iteracjach (ilu?) po-
rownujemy wartosci funkeji i wybieramy najmniejsza.
1.2.3. Minimum funkcji wielu zmiennych
Najprostsza metoda to ,ciecie” funkcji wielu zmiennych ,,po osiach”. W kazdym

kierunku dokonujemy minimalizacji funkcji jednej zmiennej.
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1.2.4. Zadania

1. Zaimplementowa¢ (matlab, python, C, C++, Mathematica) metode ztotego
podziatu i przetestowaé na funkcji y = x? w przedziale [—2, 2], funkcji y = sin(x)
w przedziale [0, 37]. Zliczaé liczbe obliczen wartosci funkcji do osiagniecia zadanej
doktadnosci. Poréwnaé osiggniety wynik z Naiwna Metoda Monte-Carlo (dla
tej samej liczby obliczen wartosci funkceji)

2. Powtérzy¢ powyzsze w przypadku funkcji dwu zmiennych: F(x,y) = 10(y —
sin(z))? + 0,122

1.3. Programowanie liniowe

Programowanie liniowe to szczegdlny przypadek poszukiwania minimum. Funk-
cja celu jest liniowa, na przyktad postaci:

flo = Z:fzxz

gdzie f to wektor wspotezynnikow funkceji, a x wektor zmiennych niezaleznych.
Poniewaz natura funkcji liniowej jest taka, ze jest to funkcja monotoniczna
(albo maleje, albo rosnid’| wraz ze wzrostem wartosci sktadowej x;) — moze przyjac
dowolnie wielkie lub dowolnie mate wartosci. Minimalizacja/maksymalizacja nie
majg sensu.
Zadanie zaczyna mie¢ sens, gdy wprowadzimy ograniczenia na zmienne. Naj-
prostszy przypadek to ograniczenia w postaci zestawu nieréwnosci:

Az <b

(A to jakas macierz) ale nieréwnosci moga mie¢ znacznie bardziej skomplikowana
postac:
Aeq® = begq

(Aeq to pewna macierz, a be, — wektor).
W matlabie problem rozwiazuje funkcja linprog. Zadanie moze mie¢ wiele
roznych postaci, najprostsze to Az < b. Aby problem rozwigzac:

x = linprog(f,A,b)
Zadanie z ograniczeniami nieréwnosciowymi i rownosciowymi:
x = linprog(f,A,b,Aeq,beq)

2 Pomijam przypadek, gdy wartoéé jest stala.

4


http://www.mathworks.com/help/optim/ug/linprog.html

Aeq to macierz A, a beq to wektor b,exteq.
Znalez¢ mamy maksimum funkcji cx przy ograniczeniach Az =bixz > 0. A jest
macierza m x n, rank(A) =m,ib > 0 (b, x, ¢ to wektory odpowiednich rozmiaréw).
W Mathematici, mozna uzy¢ jednej z funkcji: LinearProgramming, FindMi-
nimum, FindMaximum, NMinimize, NMaximize, Minimize oraz Maximize.
Pelie mozliwosci ma LinearProgramming. Opis w dokumentac;ji.

1.3.1. Cwiczenia

Whasciciel ciezaréwki moze przewiezé z miejscowosci A do B cukier, make
i chipsy. W ciezaréwce miedci sie towar o objetosci co najwyzej 7000 litrow i wadze
co najwyzej b ton. 1 kg cukru zajmuje objetos¢ 1,5 litra, 1 kg maki 2 litry, natomiast
1 kg chipsow zajmuje objetos¢ 4 litrow. Zysk od przewozu poszczegdlnych towarow
jest nastepujacy:

— za 100 kg cukru 8 zt,
— za 100 kg maki 10 zt,
— za 100 kg chipséw 25 zt.

Ile cukru, maki i chipséw powinien zatadowa¢ wtasciciel cigzarowki aby zmaksy-
malizowa¢ swéj zysk? Matematyczny model tak postawionego zadania jest naste-
pujacy: Oznaczmy przez:

— x1 — ilo$é cukru,

— x9 — ilo$¢ maki,

— x3 — ilo$¢ chipsow

(za kazdym razem w setkach kilograméw). Skoro ciezaréwka moze zabraé co
najwyzej 5 ton towaréw, musi zachodzi¢ nier6wnos¢:

100z; + 100z2 + 10023 < 5000
Z kolei ograniczenie objetosci wyraza sie wzorem
15021 + 20022 + 40023 < 7000
Zysk wtasciciela wynosi:
z = 8x1 + 1029 + +2525

x1,T9 1 r3 muszg by¢ oczywiscie nieujemne. Po uproszczeniach otrzymamy wiec
problem programowania matematycznego:
f(x1, z9, x3) = 8x1 4+ 10x9 + 2523 — max
T +Zo +3 S 50
w zbiorze ¢ 1,5x1 +2x9 +4x3 <70
z; >0 dla j=1,2,3.
Kolejne ¢wiczenie bedzie rownie proste.

b}


https://reference.wolfram.com/language/tutorial/ConstrainedOptimizationLinearProgramming.html

T —|—2{lf2 +3$3 §5
2r1 +3wy +bx3 <8

3%1 +Z2 +3$3 < 4 (11)
z = 2r1 +wz2 +313 — max

Trzeba je rozwiaza¢ za pomoca programu linprog a naste¢pnie ,,przedyskutowac”
uzyskane rozwigzanie (to znaczy sprawdzi¢ czy spelnione sg wszystkie ogranicze-
nia, i zastanowic¢ si¢, czy rozwiazanie jest optymalndﬂ ..) Mozna réwniez uzyé¢
Mathematici.

1.4. Instrukcja w postaci jednego pliku...

... jest réwniez dostepna.

3 Jak to wykazaé?


http://kmim.wm.pwr.edu.pl/myszka/wp-content/uploads/sites/2/2015/09/I05.pdf
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