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1. Wstep

Na tych stronach znajduja sie¢ podstawowe informacje dotyczace kursu MCM037202
»2Metody numeryczne” dla studentéw kierunku Mechatronika. Kurs projektowany
byl dosy¢ juz dawno, a w roku akademickim 2015/2016 odbyta sie jego premiera.
Piszac oficjalng karte katalogowa kursu nie uwzglednitem, ze bedzie odbywat sie
on na siddmym semestrze i, ze zajecia odbywaé sie beda w trybie 5 x 3, a nie
w 7 x 2+ 1. Stad uktad zaje¢ bedzie si¢ nieco réznit.

Kurs odbywa sie wylacznie w formie projektu, zaklada wiec, ze podstawy
teoretyczne studenci beda musieli odswiezyé¢ sobie (lub zdoby¢) samodzielnie.
Tu sg jedynie najbardziej podstawowe wiadomosci dotyczace gtéwnie arytmetyki
komputerowej.

Lista literatury pomocniczej znajduje sie na samym konci.

Podczas zaje¢ uzywaé bedziemy programéw Mathematica i Matlab. Zaktadam,
ze 7 tym drugim programem studenci kierunku Mechatronika mieli juz kontakt.
Pierwszy jest znacznie mniej popularny, ale z réznych wzgledow wart poznania.
Programy maja swoja dokumentacje (dostepna réwniez on-line). W wiekszosci
praktycznych zastosowan zamiast programu Matlab mozna uzywaé¢ programu
Scilab. Jego zaleta jest to, ze jest to program darmowy i moze by¢ legalnie uzywany
na komputerach domowych.

Interesujaca alternatywa dla opisanych powyzej programéw jest Python (zwlasz-
cza w potaczeniu z notatnikiem Jupyter i mozliwoéciami oferowanymi przez biblio-
teki SciPy, NumPy czy Pandas). Zachecam do korzystania z tych mozliwosci. Aby
start utatwi¢ przygotowatem kilka notatnikow zwigzanych bezposrednio z tematyka
laboratorium.

Sympatyczng metoda pozyskania oprogramowania Mathematica jest zdobycie
komputerka Raspberry Pi. Mathematica jest cze$cia Raspbiana instalowanego
via NOOBS. Uwazam, ze kazdy student Mechatroniki powinien jaki$ projekt
z wykorzystaniem Maliny zrealizowac.

Warto tez zapoznaé si¢ z zadaniami przygotowywanymi przed dr. inz. Macieja
Panka.

Wszystkie te informacje w postaci jednego pliku.


http://kmim.wm.pwr.edu.pl/myszka/wp-content/uploads/sites/2/2015/09/MCM037202.pdf
https://kmim.wm.pwr.edu.pl/myszka/dydaktyka/metody-numeryczne/literatura/
https://kmim.wm.pwr.edu.pl/myszka/dydaktyka/metody-numeryczne/dodatki/jupyter-2/#przykłady
https://www.raspberrypi.org/
http://www.wolfram.com/raspberry-pi/
http://www.wolfram.com/raspberry-pi/
https://kmim.wm.pwr.edu.pl/panek/dydaktyka/metody-numeryczne/projekt/
https://kmim.wm.pwr.edu.pl/panek/dydaktyka/metody-numeryczne/projekt/
http://kmim.wm.pwr.edu.pl/myszka/wp-content/uploads/sites/2/2015/09/teoria.pdf

1.1. Zasady zaliczania

Proponuje zatem nastepujace zasady:

1. By¢ moze czasami rzuce jakies pytanie teoretyczne i punktowal bede poprawne
odpowiedzi.

2. Na zakonczenie kazdych zaje¢ prosit bede o zaprezentowanie uzyskanych wyni-
kow.

3. Po kazdych zajeciach nalezy przesta¢ niezbyt dtugie sprawozdanie. Do przesyta-
nia sprawozdan uzywamy e-portalu.

4. Istnieje mozliwo$¢ zaliczania zaje¢ indywidualnym projektem.
Zajecia sa obowigzkowe.

1.2. Oprogramowanie

Podczas tworzenia zaje¢ przyjatem nastepujace zasady:
1. Trzeba bedzie programowac.
Zatozyem, ze studenci znaja
— jezyk programowania C (drugi semestr studow),
— by¢ moze jezyk programowania C++;
przyjatem réwniez, ze:
— mieli szanse¢ zapozna¢ sie w trakcie zaje¢ z Matlabem.
3. Przyjatem, ze w ich curriculum powinny pojawi¢ si¢ co najmniej elementarna
wiedza o nastepujacych zagadnieniach:
— jezyk programowania Python (i srdowisko Jupyter),
— jezyk programowania Wolfram Language i Srodowisko Mathematica,
— ,,sztuczna inteligencja”, machine learning, i zagadnienia pokrewne. . .
4. Zmakomita wigkszo$¢ potrzebnego oprogramowania zainstalowana bedzie w la-
boratorium komputerowym (sala 604/B1).
Pandemia skutecznie zniszczyly te zatozenia. W szczegdlnosci
— utrudniony jest dostep do sali 604/B1
— oprogramowanie Mathematica i Matlab to dosy¢ drogie oprogramowanie komer-
cyjne.

1.3. Oprogramowanie zastepcze

1.3.1. Czym zastapi¢ Matlaba?

Prosta odpowiedz jest taka: nie da sie!
Jak blizej przyjrze¢ si¢ problemowi to mozna znalez¢ dwa darmowe programy
mogace go zastapic:


https://en.wikipedia.org/wiki/Project_Jupyter
https://en.wikipedia.org/wiki/Wolfram_Language

1. GNU Octave,
2. Scilab.

GNU Octave

Fachowcy oceniaja, ze Octave jest w 99% zgodne z Matlabem. W wiekszosci
przypadkéw, znakomita wickszoéé darmowych dodatkéw! jest zgodna na poziomie
kodu zrédtowego i moze byé¢ wykonywana przez Octave.

Poza podstawowym zestawem polecen jezyka Matlab (tu wlasnie jest duza
zgodno$¢ obu systeméw oprogramowania) Matlab daje dostep do sporej biblioteki
(ptatnych!) pakietéw (toolbozes). Octave posiada réwniez wlasna biblioteke pakietow
zwang Octave Forge.

Scilab

Wedle podobnych ocen?, Scilab jest zgodny w 98% z Matlabem. Jego wydajnoéé
jest mniejsza niz Matlaba czy Octave. Posiada réwniez mniej pakietéw dodatkowych.

Matlab

Istnieje mozliwo$é skorzystania z prébnej, darmowej wersji systemu Matlab?.
Pliki instalacyjne programu sa spore (> 6 GB). Wersja jest tylko na 30 dni, ale
biorac pod uwage termin zaliczen (grudzien) i tryb prowadzenia zaje¢ (15 godzin)
moze to by¢ jakie$ rozwigzanie.

1.3.2. Mathematica

W Zadnym wypadku nie chce tweirdzi¢ ze Wolfram Language (uzywane przez
system Mathematica) jest najprostszy czy najlepszy.

Niestety, nie ma darmowego zastepcy dla Mathematici.

Mathematica jest oprogramowaniem stosunkowo drogim. Studencka licencja
kosztuje okoto 100 Funtow brytyjskich. Nieco tansza jest wersja on-line (ok. 70
Funtéw).

Mathematica jest oprogramowaniem bardzo dobrym i rozwijanym juz od wielu
lat. Pierwsza wersja pojawita sie w 1988 roku.

Jedng z metod pozyskania oprogramowania jest zakup komputerka Raspberry
Pi. W standardowym zestawie oprogramowania jest darmowy pakiet Mathematici.
Oczywiscie mozliwosci samego komputera sg ograniczone rozmiarem pamieci ope-
racyjnej, ale najnowszy model daje do wyboru trzy warianty: 1 G (ok 170 zt), 2 G

1 Najwieksza biblioteka darmowych pakietéw Matlaba dostepna jest pod adresem https:
//www.mathworks.com/matlabcentral/fileexchange/.

2 https://www.yourthesisadvisor.com/matlab-vs-octave-vs-scilab-vs-freemat/

3 https://www.mathworks.com/campaigns/products/trials.html
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https://www.gnu.org/software/octave/
https://www.scilab.org/
https://octave.sourceforge.io/
https://www.wolfram.com/language/
https://www.wolfram.com/mathematica/pricing/students-individuals.php
https://www.wolfram.com/mathematica/pricing/students-individuals.php
https://www.raspberrypi.org/
https://www.raspberrypi.org/
https://www.mathworks.com/matlabcentral/fileexchange/
https://www.mathworks.com/matlabcentral/fileexchange/
https://www.yourthesisadvisor.com/matlab-vs-octave-vs-scilab-vs-freemat/
https://www.mathworks.com/campaigns/products/trials.html

(220 z1) i 4 G (ok 260 z1). Nie sa to ceny zawrotnie duze, cho¢ potrzebny bedzie
jeszcze zasilacz, karta pamigci lub zewnetrzny dysk.

Kolejna mozliwoscia skorzystania z oprogramowania Wolfram Mathematica jest
ogloszna inicjatywa Free Wolfram Engine for Developers.

Pozwala ona na skorzystanie z oprogramowania — w celach niekomercyjnych —
do przygotowania oprogramowania:

— mozna projektowaé narzedzia dla siebie (lub dla firmy);
— mozna tworzy¢ osobiste projekty w domy czy w szkole/na uczelni,
— mozna zapoznaé si¢ z jezykiem.

Darmowa licencja nie pozwala opracowanych produktéw udostepniaé¢ innym
lub sprzedawac¢ ich. Wymaga to wykupienia osobnej licencji. Mozna wykorzysta¢ w
badaniach, ale nie mozna publikacji ,,podeprze¢” opracowanym oprogramowaniem.

Warto o tym wiedziec.

Warto tez wiedzie¢, ze powstaly ostatnio biblioteki dajace dostep do wszystkich
funkcji (?7)* jezyka Wolfram z poziomu jezyka Python. (Dla zainteresowanych —
w tej chwili biblioteka nie jest dost¢pna jest w laboratorium?®.) Ale (oczywiscie)
trzeba mie¢ dostep do samej Mathematici.

Darmowa wersja testowa oprogramowania

Istnieje réwniez pietnastodniowa, darmowa wersja probna’® oprogramowania.

4 To zapewne trzeba sprawdzi¢.
5 W razie potrzeby moge doinstalowac.
6 https://www.wolfram.com/mathematica/trial/


https://writings.stephenwolfram.com/2019/05/launching-today-free-wolfram-engine-for-developers/
https://blog.wolfram.com/2019/05/16/announcing-the-wolfram-client-library-for-python/
https://www.wolfram.com/mathematica/trial/
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2. Podstawy teoretyczne

2.1. Typy danych

2.1.1. Dane typu catkowitego (int, integer)

Typ danych dostepny praktycznie w kazdym jezyku programowania. Wspotcze-
$nie podstawowa dana typu int zapisywana jest na 32 bitach (4 bajty) w kodzie
uzupethieniowym do dwdch. Z trzydziestu dwu bitéw jeden (najbardziej znaczacy®)
wykorzystywany jest do zapamietania znaku (zawsze 1 oznacza liczbe ujemna, a 0
— dodatnia), pozostate stuza do zapisu liczby. Dowolng liczbe catkowita [ mozna
przedstawi¢ w postaci rozwiniecia dwojkowego:

l=s> €2 (e, #0dlal+#0) (2.1)
=0
gdzie s jest znakiem liczby (s = +1 lub s = —1), a ¢; = 0 lub 1 sa cyframi

rozwiniecia dwojkowego.
Ogolnie, gdy do zapisu liczby wykorzystujemy d + 1 bitow, to gdy n < d —
liczba [ moze by¢ reprezentowana w wybranej arytmetyce. Moze by¢ zapisana jako:

’ s ‘0‘...‘0‘(3”‘6”_1‘...‘60‘

d cyfr dwojkowych

W ten sposéb mogg byé reprezentowane liczby z zakresu [—2¢,2¢ — 1]. We
wspolezesnych maszynach cyfrowych d przyjmuje wartoéci: 7, 15, 31, 632. Zatem
liczby catkowite w zalezno$ci od d moga przyjmowaé wartosci z réznych zakresow
(tab. 2.1).

Plik nagtéwkowy limits .h zawiera definicje kilku stalych, ktére pozwalajg
zawsze sprawdzic, jakie graniczne warto$ci moga przyjmowaé zmienne okreslonego

1 To ten pierwszy z lewej.
2 Raz jeszcze przypominam, ze zapis liczby jest na d + 1 bitach; ten dodatkowy bit, to bit

znaku.
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Tabela 2.1. Zakresy wartosci w zaleznosci od liczby bitow

d typ (C)  zakres

7  char [—128,127]

15 short int [—32768, +32767]

31 int [—2147483648, +2147483647|

63 long int  [—9223372036854775808, +9223372036854775807]

typu. Definiuja one stale nazywajace sie: SCHAR_MIN i SCHAR,_ MAX (mini-
malna i maksymalna warto$¢ zmiennej signed char) SHRT MIN i SHRT MAX,
INT__MIN i INT_MAX, LONG__MIN
i LONG_ MAX czy LLONG_MIN i LLONG_MAX. Troche ktopotéw moze spra-
wiac¢ typ long int ktéry moze mie¢ rézne zakresy w zaleznosci od tego czy komputer
jest 32-bitowy czy 64-bitowy. Podczas programowania, korzystajac ze statych takich
typow, nalezy pamieta¢ o odpowiednich przyrostkach: L — long, LL. — long long
czy U — unsigned, UL — unsigned long, itd.
W zasadzie wszystkie obliczenia na liczbach catkowitych dokonywane sa doktad-
nie. Wyjatki od tej reguty sa dwa:
1. Operacja dzielenia zazwyczaj nie wyprowadza poza typ catkowity. Jest to
dzielenie catkowitoliczbowe (,z reszta”).
2. Wynik dziatania wykracza poza dopuszczalny zakres; podawany jest wéwczas
modulo 2¢.

2.1.2. Dane typu niecatkowitego

Dowolng liczbe rzeczywista x # 0 mozna przedstawi¢ w postaci
r=s-2°m (2.2)

gdzie s (+1 lub —1) to znak liczby, ¢ — liczba catkowita zwana cechq, a m to liczba
rzeczywista z przedziatu [%, 1) nazywana mantysq. Gdy = # 0 przedstawienie jest
jednoznaczne.

W realizacji komputerowej cecha liczby ¢ zapisywana jest na d — t bitach,
pozostate t bitow przeznaczonych jest na reprezentacje mantysy m. Zatem zamiast
(na ogdt nieskonczonego) rozwiniecia mantysy:

m=Y e, 27" (ec;=1 e=0lubldai>1) (2.3)
i=1
korzystamy (gdy mantysa zostata prawidtowo zaokraglona do ¢ cyfr):
t .
mp=Y e_;-27" (2.4)
i=1
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Wowecezas

|m —my| < ; -2 (2.5)
Liczba x binarnie zapisywana jest jako:
’ S ‘ Se ‘ Cd—t—1 ‘ Cd—t—2 ‘ ‘ €p ‘ €_1 ‘ €_9 ‘ ‘ €_¢ ‘
d — t bitéw cechy t bitow mantysy

Jezeli reprezentacje zmiennoprzecinkowa liczby z oznaczaé¢ bedziemy rd(z) i
rd(z) = s-2°my. Dla z # 0

rd(z) — @ <9t (2.6)
x
co mozna zapisac:
rd(z) = (1 +¢), gdzie |e| < 27° (2.7)

Liczby rzeczywiste reprezentowane sa, na ogot, niedoktadnie. Btad wzgledny e
jest nie wiekszy od 27¢. We wspolczesnych komputerach ¢ przyjmuje wartosci: 24
dla liczb typu float (32-bitowych) lub 53 (double; 64 bity).

Liczba cyfr mantysy decyduje o doktadnosci liczb rzeczywistych, a liczba cyfr
cechy — o ich zakresie. Cecha ¢ € [Ciin, Ciax), gdZi€ Cmin = —Cax — 1 = 29771,

Szczegbly zapisu liczb zmiennoprzecinkowych zawiera norma IEEE-754 [1].

Mozna zaryzykowaé twierdzenie ze zakres liczb i ich precyzja sg wystarczajaco
duze aby prowadzi¢ obliczenia w miare doktadnie, ale jak przyjrzeé sie szczegdétom
— r6znie to bywa. A wynik dtugotrwatych i skomplikowanych dziatan moze by¢
trudny do przewidzenia.

Programisci jezyka C moga korzystaé¢ ze statych zdefiniowanych w pliku na-
gtéwkowym float .h: FLT MIN i FLT MAX, DBL_MIN i DBL MAX, a nawet
LDBL_MIN/LDBL_MAX dla liczb poczwornej doktadnosci
(long double) [2]. W przypadku liczb typu float maksymalna warto$¢ to: 3.40282e+-38.

Rozwazmy prosty przyktad:

Niech 2z bedzie liczbg zespolong z = a + bi, i = /—1. Z definicji, modut liczby z

rowna sie:
|z| =vVa-a+b-b

W przypadu gdy wartosci a i b sa bardzo duze (lub bardzo mate) a? albo b* moga
nie zmiesci¢ sie w dopuszczalnym zakresie. Gdy uzywamy typu float, a warto$¢ a
jest wieksza od 1.84467341e19 — bedziemy mieli ktopot. [lustruje nizszy program.

#include <stdio.h>
#include <math.h>
float
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modull (float a, float b)

{
return sqrtf (a « a + b % b);
}
float
modul3 (float a, float b)
{

return fabs (a) x sqrtf (1 + powf (fabs (b) / fabs (a), 2));
}

float
modul2 (float a, float b)

if (fabs (a) > fabs (b))
return modul3 (a, b);
else
return modul3 (b, a);

}

int
main (int argc, char xargv|[])

{
float m;
m = modull (2e—25f, 2e—25f);
printf ('Bardzo male\n");
printf ('modull=fg\n", m);
m = modul2 (2e—25f, 2e—25f);
printf ('modul2=%g\n", m);
printf ('Bardzo,.duze\n");
m = modull (2e25f, 2e25f

)
printf ("modull=%g\n", m);
m = modul2 (2e25f, 2e25f);
printf ('modul2=%g\n", m)
return 0;

}

I

Modyfikacja polega na tym, ze wzér zapisujmy w alternatywnej postaci. Niech

la| > [b]. Wowczas:
B\ 2
|z] = Va? 4+ b2 = a1+ <> :
\ a
13



Druga metoda (funkcja modul2() daje poprawne wyniki gdy jej argumenty sa
bardzo male jak i bardzo duze.

2.2. Uwarunkowanie zadania

Numeryczne uwarunkowanie zadania, to parametr pozwalajacy oceni¢ wplyw
drobnych zmian parametrow wejsciowych na wynik dziatania. Zainteresowani jeste-
$my taka sytuacja, w ktorej niewielkie zmiany (bledy) parametréw wejsciowych
beda powodowaly niewielkie jedynie fluktuacje wynikéw obliczen.

Okazuje sie, ze nawet w catkiem prostych przypadkach nie mozna liczy¢ na
dobre uwarunkowanie problemu obliczeniowego. Co gorsza moze ono zaleze¢ od
danych wejsciowych.

Do oszacowania uwarunkowania obliczeniowego uzywa sie metod bardzo podob-
nych do tych uzywanych przy okreslaniu stabilnosci uktadéw. Po szczegoty odsytam
do [3].

Tu beda tylko przyktady.

Rozpatrzmy wielomian o postaci [3]:

2 2
w(r) = [O[(a; —i) = 20: a;r' = 2 — 2102 4 206152 — 125685027
i=1 =0
+ 5332794620 — 16722808202 4 401717716302 — 7561111845003
+ 11310276995381 22 — 135585182899530x* + 13075350105403952:°
— 101422998655114502° + 630308120992948962° — 311333643161390640"
+ 12066478037803733602° — 3599979517947607200°
+ 8037811822645051 7762 — 128709312451509888002> + 138037597536407040002:

— 8752948036761600000z + 2432902008176640000

Pierwiastkami tego wielomianu sg liczby 1,2, ..., 20.

Zaburzmy jeden ze wspoOlczynnikéw (patrz réowniez dodatek A). Normalnie
warto$¢ wspotezynnika a9 wynosi —210. Zastapimy go wspélczynnikiem o wartosci
—(210 4+ 27%%). Mozna to symbolicznie zapisa¢ tak: ajg(¢) = ajo(1l — €), gdzie
e = (2% %210)7! < 2739 Tak niewielka zmiana jednego tylko parametru powoduje,
ze wielomian ma zespolone miejsc zerowe.

Gdy niewielkie wzgledne zmiany danych zadania powoduja duze wzgledne
zmiany jego rozwiazania, to zadanie takie nazywamy zle uwarunkowanym [3].

Kolejnym problemem, ktory moze by¢ Zle uwarunkowany jest zadanie liczenia
iloczynu skalarnego dwu wektoréw [3]:

=1

14



Aby oszacowaé uwarunkowanie zadania zastapimy dokladne wartosci parame-
trow a = (a1, a9, ...,a,) i b = (by, b, ..., b,) przez wartosci przemnozone przez
1+ «a; i 14 f; odpowiednio. Zatozymy przy tym, ze iloczyny «;f3; sa zaniedbywalnie
mate. Aby oszacowa¢ zmienna zmiane wyniku liczymy iloraz

n n n

1 =1 ~ i=1

n n

Z a;b; Z a;b;

=1 =1

1

n

Z |aibi|
i=1
n

Z aibi
i=1

< mZaX|04i + 5

Jezeli okreslimy cond(a, b) = Y1, |a;bi| /| X a;b;| wskaZnikiem uwarunkowania
(najwigkszy btad przenosi si¢ na wynik z takim mnoznikiem) to gdy wszystkie
wspoOtezynniki majg taki sam znak — niewielki btad ma bardzo niewielki wptyw
na wynik. Gdy >, a;b; jest bliskie zeru — sytuacja jest znacznie gorsza.

2.3. Arytmetyka zmiennopozycyjna

Problem z operacjami arytmetycznymi realizowanymi przez komputery polega
na tym, ze ,po cichu” zaktadamy, ze argumenty réwne sg swoim reprezentacjom
zmiennoprzecinkowym, oraz, ze podczas obliczen, nie wystapi ani nadmiar® ani
niedomiar?.

Niech a = rd(a) = 2°m, i b = rd(b) = 2%m, beda argumentami. Przyjmijmy,
ze a > b > 0. Ich (doktadna) suma wynosi:

a+b=2°(ma, + my2~(=)) = 2, (2.8)

Mantysa wyniku wyliczana jest przez dodanie do mantysy liczby a odpowiednio
przeksztatconej (to znaczy tak, zeby cechy liczb a i b byly jednakowe) mantysy
liczby b.

Wszystko to wyglada jako$ tak:

3 Nadmiar to sytuacja taka, gdy wynik operacji jest wiekszy niz moze byé zapamigtany w
formie komputerowej (catkowitej lub zmiennoprzecinkowej).

4 Niedomiar wystepuje wtedy gdy wyniki jest mniejszy niz najmniejsza liczba jaka mozna w
formie zmiennoprzecinkowej zapisac.
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cp — Cq bitéw

= | ms |

—_————
t bitéw wyniku ¢+ 1-szy bit

Jako$¢ wyniku zalezy od mozliwosci poprawnego zaokraglenia wyniku. A zatem
od liczby bitéw, na ktorych zapisywany jest wynik. Gdy jest ich tylko ¢ — nie
jest dobrze. Historycznie, liczba dodatkowych bitéw wewnetrznego rejestru
arytmometru zmieniata si¢ od zera az do ¢t (wynikowy rejestr podwdjnej dhugosci).
Dopiero norma IEEE-754 [I] wprowadzita ,obowiazek” korzystania z dodatkowego
bitu.

Jezeli symbolem fl oznacza¢ bedziemy realizacje dziatania w arytmetyce zmien-
noprzecinkowej, to:

fi(a +b) = rd(a + b)
Ogolnie, dla dowolnej operacji ¢
fllacb) =rd(aob) = (aob)(l+¢e), e=c¢e(a,b0), g <277 (2.9)

uzyskany (komputerowo) wynik, nieznacznie, rézni si¢ od wyniku , prawdziwego”.

Wydaje sig, ze niewielkie (27% € [107'°,107%]) wzgledne bledy nie powinny mie¢
wielkiego wptywu na wyniki. Okazuje sie, ze jest inaczej, a sposob realizacji obliczen
moze mie¢ ogromny wptyw na wyniki.

Rozpatrzmy dwa rozne algorytmy wyliczania wartosci réznicy kwadratow dwu
liczb:
— Al(a® —b?*) =a® - 1?
— A2(a®* = b*) = (a — b)(a + b)

fila®? —b*) = (a x a(l +e1) — b x b(1 4+ &2))(1 + €3)
2 2
(2= 1) (1 + W) (1+¢3)

= (a® = b*)(1 +0)

W przypadku gdy a? jest bliskie b%, a &, i €5 majg przeciwne znaki — blad
wzgledny ¢ moze by¢ dowolnie duzy.
W przypadku drugiego algorytmu:

fi((a =b)(a+b)) = ((a = 0)(1 +&1)(a+b)(1 + £2))(1 + &3)
= (a* — b*)(1 +6)

gdzie 6 < |e1| + |ea| + |e3|, zatem 0 jest zawsze mniejszy od 3 - 27
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W szczegblnosci, ze wzgledu na algorytm dodawania ( 2.8) gdy a i b sa takie,
ze |b| < $27"|a|, zachodzi zaleznodé:

fi(a +b) = a.

(Wspominatam o tym na zajeciach z Technologii Informacyjnych.)

Konsekwencje tego moga by¢ bardzo powazne w przypadku numerycznego
aproksymowania ilorazem réznicowym, pochodnej funkcji w punkcie. Zamiast otrzy-
mywania coraz to lepszego przyblizenia pochodnej (gdy réznica wartoéci pomiedzy
dwiema warto$ciami zmiennej niezaleznej) dostaniemy wartosci nie majace nic
wspolnego z pochodna.

2.4. Algorytmy numerycznie poprawne

Korzystajac z komputera do wszelkich obliczen najistotniejsza sprawsa staje
sie kwestia jak zachowywac sie¢ beda algorytmy rozwigzywania probleméw: dane
ktore dostarczamy nigdy nie sg dokltadne — sg reprezentacja zmiennoprzecinkows
danych. Rowniez rozwigzanie — nawet jezeli doktadne — bedzie tylko reprezentacja
zmiennoprzecinkowa rozwigzania.

7 powyzszych wzgledow za numerycznie najwyziszej jakosci uznamy takie al-
gorytmy, dla ktorych obliczone rozwigzanie jest nieco zaburzonym rozwigzaniem
(doktadnym) zadania o nieco zaburzonych danych. Algorytmy spetniajace powyzszy
postulat nazywamy numerycznie poprawnymi.

Doktadniej problemu nie bede analizowal odsylajac do literatury [3].

2.5. Algorytmy numerycznie stabilne

Kolejnym waznym problemem jest badanie stabilnosci algorytmoéw obliczenio-
wych. Algorytm numerycznie stabilny to taki, ktéry gwarantuje rozwiazania (dla
dowolnego zadania rozwaznej klasy) z btedem tego samego rzedu co optymalny
poziom bledu rozwiazania danego zadania. Oznacza to tyle, ze btad w algorytmie
numerycznie stabilnym jest na poziomie ,nieuniknionego” btedu wynikajacego
z przyblizonej reprezentacji danych i wyniku [3].

2.6. Arytmetyka ,wyzszej” precyzji

Pewnym rozwigzaniem probleméw zwiazanych z ograniczeniami wynikajacymi
ze skonczonej liczby bitéw przeznaczonych na zapis liczb moze by¢ arytmetyka
wielokrotnej precyzji (ang. Multiple Precision Arithmetic). GNU Multiple Precision
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Arithmetic Library® (lub GMP) jest jedna z bardziej popularnych implementacji
tej idei.

Biblioteka pozwala prowadzi¢ obliczenia na liczbach catkowitych, zmiennoprze-
cinkowych oraz — standardowy jezyk C na to nie pozwala — wymiernych [1].

Jezyk programowania Python nie wprowadza, praktycznie, zadnych ograni-
czen na liczby catkowite, pozwalajac uniknaé¢ ograniczenia zakresu zwigzane ze
standardowymi sposobami zapamietywania liczb. Standardowo, dziatania na licz-
bach zmiennoprzecinkowych prowadzone sg w arytmetyce 64-bitowej. Istnieje tez
implementacja biblioteki GMP dla Pythona (gmpy). Pakiet mpmath korzysta
Z gmpy.

Mathematica pozwala deklarowaé precyzje prowadzonych obliczen (patrz roz-
dzial 10).

Matlab podobne mozliwosci ma w pakiecie Symbolic Math Toolbox (bardzo
ograniczona liczba licencji) lub pakiecie Multiple Precision Toolbox for MATLAB.

5 https://gmplib.org/


https://github.com/aleaxit/gmpy
http://mpmath.org/
http://www.mathworks.com/products/symbolic/
http://www.mathworks.com/matlabcentral/fileexchange/6446-multiple-precision-toolbox-for-matlab
https://gmplib.org/

3. Generatcja danych

Gléwna wada prowadzenia obliczen numerycznych jest to, ze nie zawsze wiadomo
jaki powinien by¢ wynik. W zwigzku z tym stosuje sie bardzo prostg metode: Jako
danych wejsciowych do algorytmu uzywa si¢ danych ,syntetycznych”. Wygenerowa-
nych w sposob algorytmiczny i takich, dla ktérych mozna przewidzie¢ wynik. Bardzo
czesto dane sa zaburzane. Najczedciej zaburzenie jest generowane (pseudo)losowo
i znamy jego rozktad, érednig (ta, bardzo czesto, réwna jest zero) i wariancje.

Bardzo czesto bedziemy potrzebowali danych w formie:

vi=flx)+ G, 1=1,2,...,N; (;— losowe (3.1)

Zazwyczaj (albo najprosciej) x; = x¢ + iA, gdzie A = (xy — x9)/N (czasami
dopuszczamy, zeby i zaczynalo sie od zera).

Aby wygenerowaé warto$¢ losowa — nalezy skorzystaé¢ z generatora liczb pseu-
dolosowych dostarczanych przez uzywany jezyk programowania. W przypadku C
moze to by¢ GSL — GNU Scientific Library'. Zaréwno matlab jak i Mathematica
majg swoje wlasne biblioteki.

3.1. Mathematica
1. Generacja x; = xo + tA. Mozna w tym celu uzy¢ polecenia Table.:
datal = Table[z, {z, zo, zn, A}]

na przyktad:
datal = Tablels, {7,0,10,0.1}]

Zmienna (ztozona) datal zawieraé bedzie 101 wartosci z zakresu od 0 do 10.
2. Generacja f(x).
— najpierw definiujemy funkcje; W jezyku Mathematici nie jest to specjalnie
skomplikowane:
f(x_ )=z + sin(x)

(zwracam uwage na zapis x_; oznacza on, ze z jest zmienng niezalezng
funkcji oraz symbol := oznaczajacy definicje, a nie podstawienie). Cecha

! http://www.gnu.org/software/gsl/.
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charakterystyczng funkcji jest to, ze moga dziataé¢ ona na zmiennych (statych)
prostych:
flx_]:=Sin[z] + =
fl4]
4 4 Sin[4]
(mathematica, tak dtugo jak sie da liczy symbolicznie)
N[f[4]
3.2432
jak i ztozonych:
N[f[{3,4}]]
{3.14112,3.2432}
— nastepnie naktadamy funkcje na nasze dane:

data2 = f(datal)

— mozemy (przy okazji) zobaczy¢ wykres:
ListLinePlot {{datal, dataZ}T}

(symbol T oznacza transpozycje; transpozycja jest potrzebna ze wzgledu
forme danych dla polecenie ListLinePlot; macierz utworzona poleceniem
{datal, data2} to dwie kolumny z-6w i y-kéw. ListLinePlot wymaga wektora,
ktérego elementami sa pary (x;,y;); transpozycja to zalatwia.)

3. Wreszcie mozemy nalozyé zaburzenia. Zazwyczaj o zaburzeniach bedziemy
zakladaé Ze maja rozklad normalny? o éredniej zero i niezbyt wielkim odchyleniu
standardowym. Funkcja RandomVariate pozwala wygenerowa¢ zadang liczbe
danych o wskazanym rozktadzie. Pierwszym argumentem funkcji jest rodzaj
rozkltadu, drugim — ilo$¢ liczb.

data3 = RandomVariate[NormalDistribution]], 101]

(brak parametréw oznacza $redna zero i wariancje 1, rozkladu normalnego).
Latwo zgadnad, ze data2 + datad to bedzie wektor zaburzonych wartosci naszej

2 Jest to typowe zaburzenie z jakim mozemy mieé¢ do czynienia, na przyklad, podczas pomiaru.
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funkeji, czyli f(z) + (. Ponizej wykres, przy czym dane zostaly zaburzone
zmienna o rozkladzie N(0,0.1):

2k

3.2. Matlab

W matlabie wszystko praktycznie tak samo, tylko (chyba) nieco prosciej:

1. Generacja x; = ¢ + tA. Mozna w tym celu uzy¢ operatora ,:” w formie
Start:przyrost:Koniec:
datal=0:0.1:10;

(gdy nie dodamy $rednika, matlab wypisze wszystkie wartosci.

2. Teraz funkcja. Ze zdefiniowaniem funkcji jest pewien ktopot. Funkcje powinny
znajdowaé sie w plikach zewnetrznych, ale mozna sprébowaé czego$ takiego®:
f=0(x) sin(x)+x;

Aby sprawdzi¢ czy dziata piszemy f (datal) albo data2=f (datal).

3. Generacja liczb losowych odbywa sie za pomocg funkcji random. Wywotanie jej
jest proste:
data3 = random(name,A,B,...)
gdzie (name) to nazwa rozktadu (dla rozktadu normalnego bedzie to norm albo
Normal), A, B,... to parametry rozktadu. Parametr moze by¢ jeden, moze nie
by¢ go wcale, w przypadku rozktadu normalnego parametry powinny by¢ dwa:
srednia rozkltadu i wariancja. Uwaga: nazwe rozktadu podajemy jako tekst.
random(’Normal’, 0.0, 1.0)

wygeneruje jedng wartos¢. Na koncu wszystkich parametrow moze pojawié sie
dodatkowy parametr méwiacy ile wartosci generowaé (czy raczej jaka tablice
wartos$ciami wypetnié).

data3 = random(’Normal’, 0.0, 0.1, [1,101])

Zeby zobaczy¢ dane oryginalne i zaburzone (data2-+data3) uzywamy polecenia
plot:

plot(datal, data2)

plot(datal, data2+data3)

3 Taka konstrukcja nazywa sie funkcjg anonimowg.
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3.3. AI: Odrobina teorii

Al to oczywiscie Artificial Intelligence czyli Sztuczna Inteligencja.

Natomiast nastepujacych zapisow nie nalezy w zadnym wypadku traktowac jako
jakiejkolwiek uporzadkowanej informacji na temat sztucznej inteligencji. Umiesz-
czam tu kilka bardzo ogdlnych i zupetie przypadkowych uwag.

Tematy sztucznej inteligencji czy uczenia maszynowego czy big data (wszystkie
jako$ ze soba powiazane) odgrywaja dzis coraz wieksza role. Stad nieSmiaty pomyst,
aby praktycznie (oraz szybko i tatwo) pokazaé proste zadania z tym zwiazane.
Natomiast tematyka jest bardzo szeroka i warta podjecia szerszych studiéw (na
przyktad na II stopniu?).

Pod wzgledem matematycznym, na podstawy sztucznej inteligencji sktadaja sie:
— algebra liniowa:

— przestrzenie wektorowe,

— tensory,

— przeksztatcenia liniowe,

— podprzestrzenie

— teoria macierzy,

— wartosci i wektory wlasne,

— analiza matematyczna:

— granice, ciggltosé, nieciggltosé,. . .

— pochodne,

— calki,

— podstawowe twierdzenia rachunku catkowego,

— rachunek prawdopodobienstwa:

— prawdopodobienstwa warunkowe,

— ,,prawo wielkich liczb”,

— statystyka bayesowska,
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— btadzenie losowe (np. tancuchy Markowa)
— optymalizacja:

— programowanie liniowe,

— programowanie kwadratowe,

— zagadnienia kombinatoryczne,
— heurystyka:

— algorytmy genetyczne,

— ewolucja rézniczkowa ( Differential evolution),
— metody iteracyjne,

— metoda Newtona,

— metody gradientowe,

— metody gradientow sprzezonych

— interpolacja

3.3.1. Klasyfikacja

Jednym z najwazniejszych zadan sztucznej inteligencji jest klasyfikacja, czyli
taki problem decyzyjny, ktory odpowiada do jakiej kategorii nalezy badany obiekt.
Jednym z przyktadéw jest rozpoznanie rodzaju schorzenia na podstawie objawow.
Dodaé trzeba, ze bardzo czesto algorytmy sztucznej inteligencji sprawdzaja sie tu
bardzo dobrze.

Podstawowe metody stosowane przez algorytmy klasyfikacji to:

— ,naiwny Bayes” — metoda oparta na twierdzeniu Bayesa o prawdopodobienstwie
warunkowym,

— budowa hiperptaszczyzn (hiperpowierzchni) rozgraniczajacych w przestrzeni
cech,

— k-Najblizszych Sasiadow — metoda polegajaca na zmierzeniu odleglodci wek-
tora cech klasyfikowanego obiektu od sklasyfikowanych i wyboru tej kategorii,
w ktorej znajduje sie k£ najblizszych obiektow.

— drzewa decyzyjne — rozpatruje sie sekwencyjnie kolejne cechy klasyfikowanego
obiektu i na tej podstawie dokonuje ostatecznej klasyfikacji,

— regresja logistyczna,

Zazwyczaj klasyfikacja wymaga ciggu uczacego, czyli zestawu obiektow, ktore
sg wstepnie sklasyfikowane. Na tej podstawie algorytm ,dostraja sie taki sposéb,
zeby jego decyzje byty zgodne z zadeklarowanymi klasami obiektow. Bardzo czesto
uczenie si¢ ma kolejny etap, czyli sprawdzian: dziatanie algorytmu testowane jest
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na kolejnych preklasyfikowanych obiektach. Jezeli wyniki nie sa zadowalajace —
dostarcza si¢ kolejny ciag uczacy.

Stad przyjeta sie nazwa ,,Uczenie maszynowe” lub Machine Learning.

Pamiectaé trzeba, ze nigdy decyzje klasyfikatora nie sg w 100% poprawne.

W przypadku klasyfikacji binarnej mozna stworzy¢ , tablice pomytek” (confusion
matriz). Niech nasz algorytm stuzy do decydowania czy pacjent jest chory czy
zdrowy. Mozemy mie¢ do czynienia z czterema sytuacjami:

1. Pacjent jest zdrowy i tak jest klasyfikowany przez algorytm; decyzja jest praw-
dziwie pozytywna czyli TP*.

2. Pacjent jest zdrowy, ale klasyfikowany jako chory — falszywie negatywnie
czyli FN.

3. Pacjent jest chory, ale klasyfikowany jako zdrowy —falszywie pozytywnie,

FP,

4. Chory pacjent jest klasyfikowany jako chory — prawdziwie negatywnie, TN.
Przypadki klasyfikacji falszywie pozytywnej okreslane sa rowniez mianem btedu
pierwszego rodzaju, a przypadki fatszywie negatywne — btedy drugiego rodzaju.

Czasami uzywa sie dodtkowych parametréw: czutosé (TPR — True Positive
Rate), swoisto$¢ (TNR — True Negative Rate), precyzja (PPV Positive Predictive
Value) i doktadnosé (ACC Accuracy). Okreslone sa one wzorami:

— TPR:

TPR=TP/(TP + FN)

— TNR:

TNR=TN/(FP +TN)
— PPV:

PPV =TP/(TP + FP)
— ACC:

ACC=(TP+TN)/(P+N)
gdzie: P=TP+FN,a N =TN+ FP; P+ N to wielko$¢ testowanej populacji.

3.3.2. Przyklad

Ponizszy przyktad zostal wybrany z dokumentacji.

Do klasy A = {1,2} naleza dwa elementy, do klasy B = {3,4} kolejne dwa.
zbiory sa roztaczne i klasyfikacja wydaje sie prosta: wszystko co mniejsze od 2,5 to
A, a pozostate — B.

TrainingSet = {1 —» A,2 - A,3 — B,4 — B};

4 True Positive
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¢ = Classify[TrainingSet]
ClassifierFunction [

c[2.5, "Probabilities”]

A — 0.166667,B — 0.833333

Plot[c[z, "Probability” — A, {z, 0, 5}

08f
07f
06F
Out[+]= 0.5
0af
03f

0.2

Gdy sytuacje skomplikujemy i A = {1,2,3,1}, a B = {3,3,15,4,5} to zbiory
znowu, sa roztgczne, ale przedziaty liczbowe ,zachodza” na siebie. Klasyfikacja nie
jest juz taka prosta.

TrainingSet = {1 - A,2 -+ A,3.1 - A,3 -+ B,3.15— B,4 —» B,5 —» B};
¢ = Classify[TrainingSet|

ClassifierFunction [

c[2.5, "Probabilities”]

A — 0.523397,B — 0.476603

Plot[c[z, "Probability” — A], {z, 0, 5}

25



c[3]

Co ciekawe, w pierwszym przypadku uzyty klasyfikator to Nearest Neighbors
(najblizsi sasiedzi), a w drugim regresja logistyczna.

3.3.3. ,,Odwrotna klasyfikacja”

Pod pojeciem ,,odwrotnej klasyfikacji” rozumiem zadanie stworzenia obiektu,
ktory bedzie miat okreslone cechy. Takie zadanie juz bardziej nadaje sie¢ do okreslenia
jako ,sztuczna inteligencja” bo algorytm tworzy (na przyktad obraz obiektu) majacy
pozadane cechy. Technologia nazywa si¢ GAN (Generative Adversarial Network)
i ostatnio nie schodzi z fam internetowych dziennikow. Pojawity si¢ zestawy sztucznie
generowanych twarzy, sztucznie generowanych kotkow, a nawet obrazki ptakow
(i kwiatéw) generowane na podstawie stownego opisu (,,ptak z bialym brzuszkiem
i z6ttym ogonem”) [5].

3.3.4. Lektury

Wydaje sie, za zacza¢ mozna od Tadeusiewicza [0] i [7]. Autor jest niewatpliwie
autorytetem w tym zakresie. Po polsku dostepnych jest kilka prac: [2], [9], [10].
Tematyka jest tak goraca, ze mozna napotkaé sporo obszernych zrédelt (udostep-
nianych, na przyktad, przed publikacja) lub jako materialy pomocnicze do kurséw:
[11], [12], [13]. Ciekawe jest tez obszerne zetsawienie zasobéw [11].

3.3.5. Uwagi

Sugeruje doktadne zapoznanie sie z dokumentacja polecenia Classify dostepna
badz na stronach producenta lub — lepiej — w czasie zaje¢, po otwarciu notatnika
Mathematici. Dokumentacja jest interaktywna i mozna polecenia w helpach mody-
fikowac i patrze¢ na efekty lub kopiowaé do notatnika. Warto zapoznaé sie z catym
rozdziatem dotyczacym uczenia maszynowego [15].
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https://reference.wolfram.com/language/ref/Classify.html

Polecenie Classify automatycznie tworzy procedure (funkcje), ktéra podany
element klasyfikuje do kategorii.
Dostepne metody klasyfikacji to:
— "DecisionTree"
— “GradientBoosted Trees”
— “LogisticRegression” ’
— “Markov”
— “NaiveBayes”
— “NearestNeighbors”
— “NeuralNetwork”
— “RandomForest”
— “SupportVectorMachine”
Polecenie Classify moze wybiera¢ metode klasyfikacji tak, aby optymalizowa¢
jedno z kryteriow:
— uzycie pamieci,
— jakos¢ klasyfikacji,
— szybkos¢ klasyfikacji
— szybko$¢ nauki
— moze tez wybraé¢ kryterum automatycznie, lub uzyé¢ wszystkich danych jako
danych uczacych.
Dodatkowo, oprogramowanie ma juz kilka wczesniej przygotowanych funkcji
klasyfikujacych, pozwalajacych na rozpoznawanie:
— flag,
— wieku na podstawie twarzy,
— plci na podstawie twarzy,
— jezyku w jakim napisany jest tekst (lub program)

3.3.6. Narzedzia

Nie ma najlepszych narzedzi do rozwigzywania zadnego problemu. Natomiast
obliczenia na potrzeby sztucznej inteligencji prowadzone sa/moga by¢ w réznych
jezykach. Do najpopularniejszych nalezg:

— Python,

— R,

— Matlab,

— Wolfram Language,
— Julia,

— Prolog

— Lisp

— Java
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https://reference.wolfram.com/language/ref/method/DecisionTree.html
https://reference.wolfram.com/language/ref/method/GradientBoostedTrees.html
https://reference.wolfram.com/language/ref/method/LogisticRegression.html
https://reference.wolfram.com/language/ref/method/Markov.html
https://reference.wolfram.com/language/ref/method/NaiveBayes.html
https://reference.wolfram.com/language/ref/method/NearestNeighbors.html
https://reference.wolfram.com/language/ref/method/NeuralNetwork.html
https://reference.wolfram.com/language/ref/method/RandomForest.html
https://reference.wolfram.com/language/ref/method/SupportVectorMachine.html
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4. Zdobywanie danych

Rozdziat ten poswiecony bedzie ,niekonwencjonalnym” metodom pozyskiwania
danych. Myslac o ,,niekonwencjonalnych metodach” nie mam na mysli kradziezy.

Konwencjonalna metoda pozyskiwania danych to uzyskanie ich w jakims pliku,
gdzie beda one wpisane w takim lub innym (standardowym, lub nie) formacie.

4.1. CSV

CSV czyli Comma separated values (dane oddzielone przecinkiem).

Najbardziej ,standardowy” format danych tekstowych.

Liczby prezentowane sa jako wartosci dziesietne, do oddzielenia cze$ci utamkowej
uzywana jest kropka dziesietna. Generalnie jest ktopot z krajami (regionami),
w ktérych czesé utamkowa od calkowitej oddzielona jest przecinkiem. Wéwcezas
format musi by¢ uogdlniony: Zamiast przecinka oddzielajacego kolejne wartosci
uzywany jest srednik. Liczby zapisywane sg z przecinkiem dziesietnym.

Stad wiekszo$¢ dobrych programéw rozumiejacych ten format pozwala zdefi-
niowac¢ znak rozdzielajacy poszczegdlne pola.

Kolejny problem pojawia sie, gdy pole tekstowe zawiera znak, ktéry powinien
by¢ traktowany jako jako znak rozdzielajacy pola. Wéwcezas cate pole musi by¢
ujete w cudzystowy.

Osobnym problemem sg programy typu arkusz kalkulacyjny (Excel, LibreOffice
Calc,...). Sa one na ogél ,zlokalizowane” . Stad normalny, ,polski” Excel nie
rozpoznaje wartosci typu 1.3 (jeden i trzy dziesiate). Rozpoznaje za to 1,3... I tak
bedzie wartosci eksportowatl do pliku CSV (oddzielajac pola znakami érednik).

Warto wiedzie¢ (i pamietac), ze w pliku xlsx (podobnie jak i ods)? wszystkie
wartosci pamietane sa jako liczby dziesietne zapisane tekstowo z kropka dzie-
sietna... Zawartos¢ komorki =1/3 (formuta) pamietana jest w dwu formatach:
jako tekst (,,zapis” formuty) i jako wartosé (0.333333333333333). Gdy skopiujemy

L Tym okropnym terminem bedacym kalka z jezyka angielskiego (od locale) okredla sie
proces tworzenia przystosowanej do danego jezyka i lokalnych zwyczajow wersji programu, czyli
sposob zapisu liczb niecatkowitych, stownik uzywany do okreslania poprawnoéci jezykowej, znak
waluty,. . .

2 Oba formaty (Excel i Calc) to skompresowane katalogi zawierajace tekstowe pliki XML.
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zawarto$¢ komérki w trybie specjalnym (tylko liczby) to w pliku pamietane beda
dwie formy:

— wyswietlana (0,333333333333333),
— wartos¢ (0.333333333333333).

Moze to mie¢ jakis wptyw na doktadno$¢ obliczen. . .
Dobra wiadomos¢ jest taka, ze zachowanie tych programéw mozna zmienic¢
(proszac by wyswietlat wartosci dziesietne z kropka).

4.2. Matlab

Matlab ma mozliwo$¢ eksportu danych do postaci tekstowej, ale réwniez do
postaci binarnej. Ta ostatnie nie jest ,przenosna” (inne programy beda mialty
ktopoty z jej odczytaniem).

Matlab nie akceptuje wszystkich formatow danych wynikajacych z lokalizacji,
w wiekszosci wypadkéow traktuje dane przyjmuje jako liczby dziesietne z kropkq;
oczekuje tekstu w formacie ASCII (to znaczy bez znakéw diakrytycznych).

Nie widze mozliwosci zmiany sposobu traktowania przecinka. Dokumentacja mo-
wi, ze w systemach unixowych Matlab zawsze oczekuje, ze separatorem dziesietnym
jest kropka. W przypadku systeméw windowsowych informacja jest enigmatyczna:
Matlab nie obstuguje kazdej lokalizacji; w takim wypadku uzyta zostanie lokalizacja

C.

4.3. Mathematica

4.4. Import danych z tablicy w pliku PDF

Czesto dostepne dane udostepnione sg w pliku PDF. W zasadzie stosunkowo
tatwo jest skopiowaé¢ zawartos¢ takiego pliku, ale czasami pliki PDF sa dosy¢
nieprzyjazne. Czasmi cigzko skopiowaé¢ wiersz, a skopiowanie kolumny z pliku PDF
jest wtasciwie niemozliwe.

Aplikacja tabula pomaga rozwigza¢ te problemy.

Oprogramowanie (aplikacja napisana w Java) po uruchomieniu tworzy serwer
z bardzo wygodnym interfejsem dostepnym przez dowolna przegladarke WWW.
Pozwala zatadowaé plik PDF, a nastepnie wskazaé tabele (fragmenty tabel) ktére
chcemy z pliku wyciggnaé i skonwertowa¢ do formatu CSV.

Program jest bardzo dobrze udokumentowany i bardzo tatwy w obstudze.
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https://www.mathworks.com/help/matlab/matlab_env/numbers-display-period-for-decimal-point.html
https://www.mathworks.com/help/matlab/matlab_env/setting-locale-on-windows-platforms.html
https://tabula.technology/

4.5. Import danych z wykresu

Jeszcze gorsza sytuacja jest, gdy posiadamy jedynie dostep do wykresu danych.
W takiej sytuacji wydzwaé sie moze, ze sytuacja jest beznadziejna. . .

Bardzo wygodnym narzedziem moze by¢ napisana w Javie aplikacja WebPlot-
Digitizer. Pozwala ona na wczytanie pliku graficznego zawierajacego wykres, a
nastepnie w sposéb automatyczny na zdigitalizowanie wykresu. Latwo mozna
zebrane punkty uzupeti¢ w sposéb reczny.

Program posiada dosy¢ bogata dokumentacje oraz przydatny tutorial na YouTu-
be.

Dane zapisywane sa w pliku CSV.


https://automeris.io/WebPlotDigitizer/
https://automeris.io/WebPlotDigitizer/
https://automeris.io/WebPlotDigitizer/userManual.pdf
https://www.youtube.com/watch?v=P7GbGdMvopU
https://www.youtube.com/watch?v=P7GbGdMvopU
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5. Uszczegoblowienie instrukcji
laboratoryjnych na—ezaszarazy

Uwaga: Informacje w tym rozdziale bedg na biezgco uzupelniane!

5.1. Wprowadzenie

Po pierwsze, nie da sie literalnie zrealizowa¢ wszystkich instrukcji laboratoryj-
nych znajdujacych sie na stronach zajec.

Po drugie, instrukcji laboratoryjnych jest 7, a zaje¢ mamy tylko 5. Trzeba cos
wybrac.

Kazde zajecia sktadaé si¢ beda z trzech czesci:

1. Prezentacja wybranych probleméw (ok 45 minut).
Dyskusja probleméw.
3. Praca wtasna i przygotowanie sprawozdania.

Przez caly czas zaje¢ jestem dostepny (e-mail, w miare potrzeby Zoom). W
razie jakichkolwiek watpliwosci mozna sie kontaktowaé w dowolnym terminie (ale
woéwcezas nie mozna liczy¢ na bardzo szybka reakcje).

Umawiamy sie, ze sprawozdania dostarczone powinny by¢ (via e-mail) do
nastepnych zaje¢ {nie-detyezytopierwszyehzajeé-w—tygodninparzystym; e
odbyhysie-9-pazdziernika); nie pdzniej jednak niz do konca jedenastego tygodnia
semestru (zaliczenia, prace dyplomowe, etc)?.

Caly czas podczas trwania zajeé pozostaje do dyspozycji (e-mail, zoom).

5.2. Laboratorium 1

Ze-wzgleduna brak oprogramoewania’ do zrealizowania jest wersja minimalistyezne;

sprowadzajaca si¢ do tego:

I Niespelnienie tego warunku wigzaé¢ sie moze z problemami formalnymi.
2 Nie moge zalozyé, ze macie dostep do czegokolwiek.
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1. wybieramy interesujacy® nas zbiér danych;
prezentujemy dane z tego zbioru korzystajac z jakiegokolwiek dostepnego
nam narzedzia (moze to by¢ nawet program typu arkusz kalkulacyjny).

Sprawozdanie (niezbyt dlugie) powinno zawiera¢ uzyskane wyniki i zapowiedz
(albo jakie$ rozwazania dotyczace) uzywanego podczas reszty zajeé¢ narzedzia/pa-
kietu oprogramowania.

Za interesujace dane’’ mozna uznaé, na przyktad, poréwnanie przebiegu epide-
mii w jakim$ kraju (Polsce) w tym samym okresie w roku 2020 i 2021. Dla Polski
ciekawe daty, to od pierwszego? wrzeénia do korica roku.

5.3. Laboratorium 2

Laboratorium dotyczy generalnie interpolacji danych. W trakcie zaje¢ zostana
przedstawione prezentacje pokazujace mozliwosé:

— Mathematici,
— Notatnikéw Pythona (jupyter notebook).

Uwagi:

— Excel pozwala chyba na realizacje interpolacji liniowej. ..
— Wydaje mi sie, ze cokolwiek bardziej skomplikowanego trzeba zaprogramowac
na podstawie wzoréw (lub uzywajac VB).

5.3.1. Zadania do wykonania

1. Wybra¢ jakies$ zrodto danych.

2. Wyselekcjonowaé kilkanascie punktéw z danych.

3. Zaprezentowa¢ na tych punktach kilka rodzajow interpolacji (schodkowa, liniowa,
kwadratowa,. .., spline).

4. Zdecydowaé, ktora z nich najlepiej opisuje ,rzeczywistosc”.

5. Napisaé¢ sprawozdanie (nieco dtuzsze: dwie-trzy strony?). Powinno zaczynaé sie
od wyjasnienia (wlasnymi stowami) co to jest interpolacja.

5.4. Laboratorium 3

Beda demonstracje w Jupyterze i Mathematici z objasnieniami.

3 Instrukcja laboratoryjna numer 1 odsyla do dwu zestawéw danych ,,meteorologicznych”.
Mozna réwniez poszukaé jakiego$ innego zestawu danych (COVID, dane demograficzne, wyniki
shuchalnosci stacji radiowych,. .. ).

4 Pierwszego wrzesnia rozpoczal sie rok szkolny.
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Podstawa zaje¢ jest instrukcja laboratoryina 2A. Zajecia poswiecone sg FFT? i
sa obowigzkowe®.
Sprawozdanie, w szczegélnosci powinno zawieraé¢ (punkt 4 Zadan do wykonania):

Opisaé¢ od czego zalezy rozdzielczo$¢ (zdolnos$é do identyfikowania w prze-
biegu ztozonym sktadowych o bardzo bliskich czestotliwosciach) szybkie;j
transformaty Fouriera. Mozna positkowaé sie notatnikiem Jupyter.

Dodatkowo powinny by¢ opisane Wszystkie zaleznosci miedzy czasem probko-
wania, liczba prébek (czestoscia prébkowania) a rozdzielczoscia i zakresem rozpo-
znawanych przez FFT czestosci (twierdzenie o prébkowaniu).

Problemy mozna zilustrowaé¢ przyktadami.

Laboratorium (teoretycznie”) mozna prébowaé zrealizowaé¢ w Excelu. Potrzebny
jest dodatkowy pakiet Analysis ToolPak.

5.4.1. Zadania do wykonania

1. Wybraé jakikolwiek zestaw danych, o ktéorym mozna podejrzewac, ze ma cha-
rakter ,,okresowy”®.

Wyliczy¢ transformate Fouriera danych.

Pokazac¢ ,piki” zwigzane z podejrzewanym okresem.

Wryliczy¢ warto$é okresu.

A

oraz zalezno$ci miedzy czasem probkowania, okresem prébkowania a rozdziel-
czoscig FFT, zakresem czestotliwosci i inne takie. ..

Hint:

— Mozna podejrzewaé, ze dane meteorologiczne (na przyktad temperatura) zmie-
niaja sie w sposob okresowy (cieplej w potudnie, chtodniej w nocy).

— Bardzo czesto w czasie pekni ksiezyca jest wyz. Zbadanie tego wymagatoby
znajomosci zmian cidnienia w ciggu roku. Nie wiem na ile trudno jest pozyskac
takie dane. Ale patrz rowniez tu:

5.5. Pozostale laboratoria

Jezeli chodzi o ostatnie dwa sprawozdania, sugeruje, ze powinniscie mie¢ Panstwo
mozliwos¢ wykazania sie inwencja. W koncu powinienem jako$ wszystkich ocenic.

5 FFT to wlasnie interpolacja trygonometryczna.

6 Poniewaz instrukcji laboratoryjnych jest wigcej niz zaje¢ — studenci maja pewna dowolnoéé
w realizacji instrukeji laboratoryjnych. Natomiast zajecia FFT sg obowiazkowe.

7 Bo nigdy tego nie prébowatem robié. ..

8 Cokolwiek to znaczy.
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https://kmim.wm.pwr.edu.pl/myszka/dydaktyka/metody-numeryczne/instrukcje-laboratoryjne/laboratorium-2a/
https://nbviewer.jupyter.org/urls/temisto.immt.pwr.wroc.pl/~myszka/Jupyter/Rozdzielczosc.ipynb

Pozostaty wérod instrukeji laboratoryjnych nastepujace tematy:

Aproksymacja (aka regresja)
Btedy obliczen
Optymalizacja

Sztuczna inteligencja

Ll e

Bledy obliczen i Sztuczna inteligencja moga by¢ trudne do realizacji w
warunkach domowych (ale, oczywiscie, sa to tematy dosy¢ interesujace). Zamierzam
te tematy zademonstrowac¢ na spotkaniach.

5.5.1. Aproksymacja

Instrukcja Laboratoryjna 3.

Tu zadanie moze polegaé¢ na prébie aproksymacji dziennego przebiegu tempera-
tury za pomocg jakiejs funkcji aproksymujacej. Inaczej niz w przypadku interpolacji
nie mozemy tu liczy¢ na to, ze funkcja aproksymacyjna przejdzie przez jakikolwiek
z punktéw pomiarowych. Chodzi jedynie o jak najlepsze ,oddanie charakteru
zmiennosci” przebiegu.

Stworzytem notatnik jupytera pokazujacy jak to moze wygladac.

Kolejny notatnik (generalnie po$wiecony aproksymacji liniowej) pokazuje w
jaki sposéb mozna wykorzysta¢ aproksymacje liniowa do wyznaczania parametrow
funkcji aproksymujacej o postaci

N
Yy =ap+ Zazfz(a:)

gdzie f; to zestaw zadanych funkcji, przez odpowiednie komponowanie ,,macierzy
pomiarow”

Zadanie aproksymacji ma najwiekszy sens wtedy, gdy znamy (z teorii) opis
jakiego$ zjawiska z doktadnoscia do kilku (kilkunastu) parametréw. Zadanie wow-
czas sprowadza sie do takiego dobrania parametréw aby jak najlepiej przyblizy¢
opisywane zjawisko.

Oczywiscie wielomian prawie nigdy nie opisuje zadnego rzeczywistego zjawiska.
Ale uzywajac wielomianu stosunkowo tatwo uzyskaé zadana doktadnosé (zwiekszajac
jego stopien). Zwracam uwage (przypominam), ze jezeli mamy N punktéw to
wielomian stopnia N —1 bedzie funkcja interpolacyjna (przechodzaca przez wszystkie
punkty).

5.5.2. Optymalizacja

Instrukcja Laboratoryjna 5.
Tu, generalnie nie mam wiele do dodania. Przygotowatem dodatkowy tekst na
temat optymalizacji. Zawiera on informacje ogdlne oraz odsytacze do szczegotowych
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notatnikoéw jupytera pozwalajacych ,,potrenowac¢” minimalizowanie funkcji liniowych
(z ograniczeniami) oraz oraz co$ na temat zadan optymalizacji gdzie zada si¢ aby
zmienne decyzyjne przyjmowaly wartosci catkowite.

Kolejny notatnik jupytera pokazuje rozne problemy zwigzane z optymalizacja
lokalng i globalna.

Sprawozdanie, w szczegdlnosci, moze obejmowac¢ tylko poréwnanie naiwnej
metody Monte-Carlo z metoda zlotego podziatu (zaprogramowanymi w dowolnym
jezyku programowania).

5.5.3. Bledy, precyzja obliczen

Przewiduje prezentacje kwestii zwigzanych z kumulacjg btedow podczas obliczen
w notatniku Mathematici.
Zadania:

1. Niesmiertelne zaprojektowac i przeprowadzié¢ eksperyment pozwalajacy stwier-
dzi¢ z jaka precyzja (dwdjkowa: liczba bitéw) wykonywane sa obliczenia w
Excelu/LibreOffice Calc/Arkuszach Google i jaki jest zakres wartosci dostepnych
do obliczen.

2. Poczytaé¢ o arytmetyce poczwérnej’ precyzji w jezyku C/C++ i zaimplemento-
wac jaki$ obliczenia w przyktadowym programie.

3. Kolejnym nie$miertelnym zadaniem jest problem

Tpy1 = axp(l —z) x20=05 a=3.7

ktory jest bardzo niestabilny numerycznie. Mozna sprébowaé uzy¢ biblioteki
mpmath w Pythonie i zasymulowa¢ te obliczenia z praktycznie dowolng precyzja
dziesietna, zebra¢ w tabelce i poréwnaé¢ wyniki dla roznych « (3,7 jest zte, ale
3.2 jest OK) i réznych precyzji. Gotowy notatnik jupytera jest rowniez dostepny.

5.5.4. Sztuczna inteligencja

Przewiduje prezentacje funkcjonowania sztucznej inteligencji (uczenia maszyno-
wego) w Matematici.
Zadania:

1. Wydaje sie, ze minimum to powtorzenie procedury opisanej w instrukcji dla
innego zestawu autorow.

9 Jak wszyscy(?) wiedza liczby zmiennoprzecinkowe w jezyku C to: float, double, long
double. Typ float to 32 bity, typ doubel to 64. Niestety typ long double to nie catkiem 128
bitéw (tylko 80). Warto to wiedzie¢ i znalez¢é jakie$ informacje Zrédlowe na ten temat oraz zdobyé
informacje jak jest to realizowane w réznych kompilatorach.
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2. Prawde mowigc nie mam pomystu co jeszcze ciekawego mozna zrobié¢ wwartnkach
demowyeh z zakresu uczenia maszynowego czy sztucznej inteligencji. Ale trzeba
pamietaé, ze jest bardzo wiele przyktadéw takich zadan w Pythonie (Jupy-
ter). Warto pamietaé, ze réwniez MATLAB pozwala na zabawy z uczeniem
maszynowycm. Zaakceptuje wszystko.

5.6. Kilka stéw wiecej na temat optymalizacji

5.6.1. Wprowadzenie

Szukanie minimum (maksimum) funkcji to zadanie praktycznie bardzo istotne.
Sprowadza si¢ ono najczesciej do problemu:

— szukania miejsc zerowych funkeji pochodnych;

— iteracyjnych metod poszukiwania minimum (maksimum) metodami, ktére bar-
dzo czesto sprowadzaja sie do lokalnego wyznaczania kierunku spadku funkcji
(czyli lokalnego wyznaczania pochodnej).

Ale oprécz opisanych zadan mozemy mie¢ do czynienia z zadaniami bardziej
skomplikowanymi w ktérych poszukujemy minimum (maksimum) uwzgledniajac
ograniczenia narzucone na zmienne:

— na przyktad zakres,
— oczekiwanie, ze spetniaja inne wymogi (na przyktad sa liczbami catkowitymi).
5.6.2. Ograniczenia

Najprostsza metoda uwzglednienia ograniczen jest dodanie kary za przekrocze-
nie ograniczen. Jezeli funkcja kary jest dobrana odpowiednio — dziata to catkiem
niezle. ..

5.6.3. Programowanie liniowe

Szczegdlnym przypadkiem jest zadania optymalizacji gdy funkcja celu jest
funkcja liniowg o postaci:

N
f(x) = Eam

Funkcja taka maleje (roénie) bez ograniczen. Stad zazwyczaj sa to zadania
optymalizacji z ograniczeniami postaci:

N
oaby; <ph k=12...M
j=0
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Bardzo czesto wymaga sie réwniez aby x; byty dodatnie (lub nieujemne).

Szczegélnym przypadkiem sg zadania w ktérym pojawiaja si¢ znaki réwnosci w
ograniczeniach. Wymagaja one specjalnych metod postepowania.

Latwo pokazaé, ze optimum funkcji z takimi ograniczeniami realizuje sie na
krawedzi (w wierzchotku) obszaru rozwiazan dopuszczalnych.

Istniejg specjalne metody rozwigzywania tego typu zagadnien. Najpopularniejsza
jest metoda simplex.

5.6.4. Programowanie liniowe caltkowitoliczbowe

Bardzo szczegdlnym przypadkiem moze by¢ zadanie identyczne z powyzszym w
ktérym dodano kolejne ograniczenie: wszystkie (lub niektére) zmienne decyzyjne
x; moga przyjmowac tylko wartosci catkowite. Zadania takie zazwyczaj pojawiaja
sie w ekonomi.

Latwo mozna pokazaé, ze rozwigzanie problemu bez ograniczenia na catko-
witoliczbowos$¢, a nastepnie ,,zaokraglenie” wybranych zmiennych do wartosci
catkowitych ie prowadzi do rozwigzan optymalnych.

Opracowano specjalne metody rozwigzywania tego typu zadan.

5.6.5. Optymalizacja ,,dyskretna”

Kolejnym, szczegdlnym przypadkiem zadani optymalizacji jest optymalizacja
dyskretna (to znaczy taka, w ktérej zmienne decyzyjne nie przyjmuja wartosci
ciaglych).

Typowym zadaniem z tej klasy jest zagadnienie komiwojazera (codziennie
rozwigzywane'? przez kurieréw rozwozacych przesyltki).

W zadaniu tym trzeba wybraé optymalna (najtansza, zajmujaca najmnie;
czasu,. .. ) trase dla kuriera (uwzgledniajaca dodatkowo ograniczenia czasowe dla
odbiorcéw, pojemnosé i nosnosé pojazdu,. . . )

W najprostszym przypadku ztozonos¢ obliczeniowa tego problemu jest rzedu

O(n!).

5.6.6. Przyklady

1. Przygotowany notatnik jupyter zawiera przyktad optymalizacji funkeji jednej i
dwu zmiennych w Pythonie

2. Na stronie Linear programming and discrete optimization with Python using
PulLP sg bardzo tadne przyktady opisujace programowanie liniowe i catkowito-
liczbowe. Notatniki pobra¢ mozna z GitHuba. Wymagaja one pakietu PulLP,
ktory standardowo nie jest dostepny w anakondzie. Mozna o doda¢ wykonujac
nastepujace polecenie:

10 Albo i nie.
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https://nbviewer.jupyter.org/urls/temisto.immt.pwr.wroc.pl/~myszka/Jupyter/optymalizacja.ipynb
https://nbviewer.jupyter.org/urls/temisto.immt.pwr.wroc.pl/~myszka/Jupyter/optymalizacja.ipynb
https://towardsdatascience.com/linear-programming-and-discrete-optimization-with-python-using-pulp-449f3c5f6e99
https://towardsdatascience.com/linear-programming-and-discrete-optimization-with-python-using-pulp-449f3c5f6e99
https://github.com/tirthajyoti/Optimization-Python
https://www.coin-or.org/PuLP/pulp.html

conda install -c conda-forge pulp

5.7. METAR — METeorological Aerodrome Report

Jednym ze Zrédet informacji meteorologicznych moga by¢ raporty METAR
generowane przez kazde lotnisko co godzine (lub czesciej w przypadku lotnisk
wojskowych). Kazdy raport zwiera informacje o

— kierunku i sile wiatru,

— widzialno$ci (w metrach)

— zjawiskach meteorologicznych
— wielkosci zachmurzenia

— wysoko$ci podstawy chmur.
— temperaturze

— temperaturze punktu rosy

— ci$nieniu atmosferycznym

Dane sa identyfikowane przez kod lotniska (dla Wroctawia jest to EPWR).

Dane sa gromadzone i stosunkowo tatwo zdoby¢ dane biezace, znacznie gorzej
ze zdobyciem danych historycznych (czesto trzeba zanie placi¢). Mozecie Panstwo
podja¢ pewien wysitek, zeby dane takie zdoby¢. Natomiast udostepniam pliki
zawierajace takie informacje wyciggniete z mojej domowej ,stacji meteorologicznej”,
pochodzace z:

— bazy METAR (temperatura i ci$nienie)
— lokalnego barometru (tylko cisnienie)

Dane nie sa kompletne (to znaczy pojawiaja si¢ pojedyncze wartosci NaN). Do
rozwazan nalezy wybiera¢ plik AVERAGES6400.


https://pl.wikipedia.org/wiki/METAR
https://kmim.wm.pwr.edu.pl/myszka/wp-content/uploads/sites/2/2020/10/metar_data.zip
https://kmim.wm.pwr.edu.pl/myszka/wp-content/uploads/sites/2/2020/10/cisnienie_barometr.zip

6. Laboratorium 1: Wprowadzenie,
Matlab, Mathematica, r6zniczkowanie
i calkowanie numeryczne

6.1. Cel zajec

Wprowadzenie.

Przypomnienie/zapoznanie sie z programami Mathematica i Matlab.
Generowanie danych ,syntetycznych” o zadanych parametrach.
Wykresy funkcji i danych.

Algorytmy rézniczkowania numerycznego przebiegéw czasowych.
Algorytmy catkowania numerycznego przebiegéw czasowych.

SEE A

6.2. Zadania do wykonania

1. Zapoznanie sie z elementarng dokumentacja systemow Mathematica i Matlab
— przed zajeciami.

2. Przetwiczenie podanych przyktadéw.

3. Zapoznanie sie z dokumentacja on-line obu systeméw (w przypadku Matlaba
dostepne sa réwniez programy demonstracyjne).

4. Przypomnienie sobie wzor6w na numeryczne rézniczkowanie (hint: iloraz rézni-
cowy) i catkowanie (hint: metoda prostokatéow, metoda trapezéw).

5. Wygenerowanie ,syntetycznych” zestawow danych i sprawdzenie procedur cal-
kowania/rézniczkowania.

6. Wygenerowanie syntetycznych zestawéw danych (zaburzonych szumem o rozkta-
dzie normalnym o $redniej zero i zadanej wariancji) oraz sprawdzenie procedur
catkowania/rézniczkowania i zbadanie wptywu wariancji na wyniki.

6.3. Zadanie praktyczne

—_

Wezytaé¢ dane przyktadowe lub inne dane przyktadowe.
Narysowa¢ wykres danych

o
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http://kmim.wm.pwr.edu.pl/myszka/dydaktyka/metody-numeryczne/szybkie-tutoriale/mathematica-tutorial/
http://kmim.wm.pwr.edu.pl/myszka/dydaktyka/metody-numeryczne/szybkie-tutoriale/matlab-scilab-krotki-wstep/
https://temisto.immt.pwr.wroc.pl/~myszka/Dane_Numeryczne/?C=M;O=A
https://temisto.immt.pwr.wroc.pl/~myszka/Dane_Numeryczne/netatmo/?C=N;O=A

3. Na wykresie inteligentnie zaznaczy¢ okresy wzrostu i spadku mierzonej wartosci
(uzy¢ do tego pochodnej?)

Uwaga: wszystkie dane sg skompresowane, w formacie xz. Po kliknieciu w plik o tym
rozszerzeniu powinno automatycznie uruchomic sie oprogramowanie pozwalajace
dostac sie do zawartosci pliku.

6.3.1. Format pierwszego zestawu danych danych

Dane pochodza z pomiaréw temperatury, cisnienia atmosferycznego, wilgotnosci
wzglednej oraz jasnosci $wiatta z czujnika ,,wystawionego za okno”. Okno jest od
strony potudniowo-wschodniej wiec, z oczywistych wzgledéw, dane nie mogg by¢
traktowane jako wiarogodne. Pomiary realizowane sa co pie¢ minut z czujnika T
CC2650 SensorTag.

Format danych (CSV)! jest nastepujacy:

2015-09-27 17:15:00 CEST , 1443366900 , 1.6820185584e+01

Pierwsza kolumna to czas w postaci czytelnej, druga — tak zwany unix time stamp,
a trzecia to zmierzona warto$¢. Gdy zamiast zmierzonej warto$ci pojawi sie NaN
oznacza to, ze brakuje pomiaru. Taki punkt powinien ,,wypas¢” z danych.

Dane pochodza z systemu RRDtool, ktory dane zapisuje w specyficznych bazach
danych wykorzystujac format Round Robin Archives, ktory pozwala przechowywaé
najaktualniejsze dane z ostatniego okresu (na przyklad doba) i skonsolidowane
dane z okreséw dtuzszych — tydzien, miesigc, rok. Stad pojawiajace sie zestawach
danych informacje typu:

—--- AVERAGE 300

okredlaja typ konsolidacji (moze to by¢ oprocz AVERAGE — MIN lub MAX) oraz
okres konsolidacji (w sekundach: 300, 1800, 86400, 2678400). Dane nawet jezeli
pojawiaja sie czesciej sa usredniane.

6.3.2. Format drugiego zestawu danych

W srugim przypadku dane pochodza z osobistej stacji pogodowe] netatmo.
Pomiary robione sa na zewnatrz i wewnatrz pomieszczen. Mierzone jest cisnienie
atmosferyczne (tylko wewnatrz) temperatura, poziom szumu (tylko wewnatrz)
i wilgotnosc.

Pliki zawieraja dane mierzone ,,dosy¢ gesto”, ale okres probkowania jest niejedno-
stajny. Na przyklad w przypadku szumu, oprécz znacznika czasu (TimeStamp) jest
czas podany w formie tekstowej oraz warto$¢ mierzonego parametru. Separatorem
jest érednik.

I Comma Separated Values.
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https://pl.wikipedia.org/wiki/Xz
http://www.ti.com/tool/TIDC-CC2650STK-SENSORTAG
http://www.ti.com/tool/TIDC-CC2650STK-SENSORTAG
https://pl.wikipedia.org/wiki/Czas_uniksowy
https://oss.oetiker.ch/rrdtool/doc/rrdtool.en.html
https://www.netatmo.com/en-US/product/weather/

Timestamp;"Timezone : Europe/Warsaw";noise
1485903709;"2017/02/01 00:01:49";36

W przypadku innych parametréw bedzie identycznie. Separatorem czesci utamkowej
(jezeli wystepuje) jest kropka.



7. Laboratorium 2: Interpolacja

7.1. Wstep

Rozpatrzmy takie zadanie: Mamy zestaw par punktéw {z;,y;},i =0,1,2,..., N.
Moga pochodzié one z pomiaréw jakiegos zjawiska (z eksperymentu) albo z prébko-
wania jakiej$ nieznanej funkeji f(z) (y; = f(z;)). Nie znamy zaleznosci pomiedzy x
a y i poszukujemy takiej funkcji w(x), ze: w(x;) = y;.

Co wigcej bardzo czesto zadamy dodatkowo, zeby funkcja pozwalata na ta-
twe manipulacje (dodawanie, mnozenie funkcji, rézniczkowanie), a wyliczanie jej
wartosci nie byto zbyt kosztowne.

Czasami zadanie stawiane jest niej ambitnie — mamy zestaw {x;,y;},i =
0,1,2,..., N, a interesuja nas wartosci funkcji ,,miedzy” tymi punktami.

W przypadku, gdy A < 27 < 25 < --- < x, < B, a interesujg nas wartosci
funkcji dla argumentéw x < A lub x > B (czyli spoza zakresu pomiaréw) zadanie
bedziemy nazywac¢ ekstrapolacja.

7.2. Wielomiany

Bardzo czesto jako funkcje w(x) wybierane sa wielomiany. Latwo je r6zniczko-
waé, stosunkowo tatwo oblicza¢ wartos¢ a i zadanie znalezienia wspotczynnikéw
wielomianu interpolacyjnego jest stosunkowo proste.

N .
wy(z) = a;x’
i=0

Do wyliczania wartosci takiego wielomianu najlepiej stosowaé¢ schemat Hornera.

7.3. Interpolacja Lagrange’a

Interpolacja Lagrange’a polega na znalezieniu dla danego zestawu danych
{z;;y:},1 = 0,1,2,..., N wielomianu W,, stopnia nie wyzszego niz n, ktérego
warto$ci w n + 1 punktach x; sg takie same jak wartosci interpolowanej funkcji,
tzn.:

Wyo(x;) =vy;, dlai=0,1,2,...,N
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przy czym zakladamy, ze gdy ¢ # j to z; # x;.
Mozna pokazaé, ze tak postawione zadanie interpolacyjne ma jednoznaczne
rozwigzanie, ktére mozna przedstawi¢ w postaci:

W (z) = ;yz‘li(l’)

1 dlai=y
gdzie funkcja pomocnicza [;(z;) = 6;; = , ‘7 , W szczegdlnosci:
0 dlai#y
N
T -,
Li(z) =11 :
j=0 Ti = Tj
i
Mozna pokazac ze jest to jednoznaczne rozwigzanie problemu interpolacji Lagran-

ge’a.

Niestety, posta¢ Lagrange’a wielomianu interpolacyjnego jest bardzo niewygod-
na do prowadzenia jakichkolwiek obliczen. Zazwyczaj wylicza sie wspoétezynniki
wielomianu klasycznego i uzywa ich w obliczeniach.

Aby wyliczy¢ wspétezynniki wielomianu nalezy rozwiaza¢ uktad n 4+ 1 réwnan
liniowych:

a0+a1x+a2x?+---+a1\;va:yi, 1=0,1,...,N
Z wzgledu na specyficzna postaé¢ wspotezynnikéw (1, x, 22, ..., V) — s one zalezne,
co moze by¢ problemem w przypadku réwnoodleglych weztéw) najlepiej stosowaé
specjalne metody rozwigzywania tego uktadu réwnan.

Jedna z nich, oparta na wyliczaniu ilorazéw réznicowych opisana zostanie
pokrétce nizej. Wspominam o niej z , konikarskiego obowiazku” — to wtasnie do
wyliczania wartosci wielomianéw interpolacyjnych Babbage budowat swéj pierwszy
ySkomputer:” Maszyne roznicowa.

Wielomian interpolacyjny W, (z) zapisywany jest w alternatywnej postaci:

Wi (z) = ; brpr(x)

Wielomiany pg(x) opisane sa wzorem:

po(.ﬁlﬁ)zl
pr(x) =(x —zo)(x —21) ... (x —24—1), k=1,2,...,N

Wspotezynniki by, dane sg wzorem:


https://pl.wikipedia.org/wiki/Maszyna_r%C3%B3%C5%BCnicowa

Wspdtezynniki by, nosza nazwe ilorazéw réznicowych funkcji f (pamietamy, ze

y; = f(x;)) opartej na weztach xg, x1, ..., xy. llorazy réznicowe oznaczaé¢ bedziemy
tak: flg, Tig1, - oo Tigs)
& Yi
flanz, - mga] = X; AT
@ —)
j=1
i

Mozna pokazac, ze zachodzi nastepujaca zaleznos¢ rekurencyjna:

f[SClH, Ti42, .- 75€l+k] - f[xz, H T P 75€l+k—1]

Ti+k — Xg

f[xl,xl+1, e 7':El+k:] e

Wyliczenie wspotezynnikéw by sprowadza sie do rekurencyjnego wyliczania
ilorazéw roznicowych funkcji f. Budujemy tablice zawierajaca wartosci z;, wartosci
f(z;) oraz odpowiednie ilorazy réznicowe:

Zo f(l'o)

1 f(x1)  flzo, 2]

zy  f(x2) flr, 2] flwo, 21, 22

tn f@n) fltn s an] ... o s w]

Szukane wspoétezynniki by réwne sa elementom przekatniowym powyzszej tablicy.
Powyzsze obliczenia mozna wykona¢ bardzo tatwo korzystajac z nastepujacego
algorytmu:

for (k = 1; k <= n, k++)
for (1 =n; 1 >= k; 1--)
f[11 = (£01] - £f[1 - 11) / (x[1] - x[1 - 11);

Poniewaz najwygodniejsza (i najefektywniejsza) metoda liczenia wartosci wie-
lomianow jest metoda Hornera — trzeba ze korzystajac ze wspoétczynnikow by
wyliczy¢ wspétezynniki a; wielomianu w postaci naturalnej. Jest to rowniez dosy¢
proste [3]. Realizuje je nastepujacy algorytm:

aln] = blnl;
for (i =n-1; i~>= 0; i--)
{
xi = x[i];
alil = b[il;
for (k = i; k <= n - 1; k++)
alk] = alk] - xi * alk + 1];
}
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Naszkicowany powyzej algorytm jest praktycznie najefektywniejszym algoryt-
mem interpolacji. Jedynie w przypadku interpolacji trygonometrycznej i uzycia
Szybkiej Transformaty Fouriera, dla duzych N bedzie ona tansza od algorytmu
ilorazoéw réznicowych. Zainteresowanie Babbage’a tym algorytmem nie powinno
zatem budzi¢ zdziwienia.

Przydanos¢ algorytmu interpolacji pokazuje przyktadowy notatnik Mathematici,
gdzie na podstawie siedemnastu wartosci funkcji sinus, ktére kazdy zna (powinien
zna¢) budowany jest wielomian interpolacyjny. Dla duzych n (w tym wypadku 16)
obliczenia chwile trwaja, ale wyniki sg catkiem doktadne.

7.4. Funkcje sklejane

Interpolacja za pomocg wielomianow stopnia n, gdy n jest duze ma szereg
efektéw ubocznych — gwarantuje co prawda, ze w,(x;) = f(x;), ale nie gwarantuje
zadnego ,,przyzwoitego zachowania pomiedzy weztami. Im wiecej punktéw — tym
wyzszy stopien wielomianu i tym ,,gorzej” si¢ on zachowuje.

Funkcje rzeczywista S nazywamy funkcja sklejana stopnia m z weztami a =
o <xp <...<xny=>bjesli
1. w kazdym przedziale (x;_1,2;) dlai=0,1,...,N+1 (z_1 = —00,Zn41 = 00)

S jest wielomianem stopnia nie wyzszego niz m,

2. S'ijej pochodne rzedu 1,2,...,m — 1 sa ciagte na calej osi rzeczywistej S €

cm-1,

Gdy m = 1, funkcja sklejana jest po prostu tamang. Otrzymana funkcja inter-
polacyjna bedzie ciggta, ale pochodna bedzie nieciggla, co znaczy, ze funkcja nie
jest gtadka. Mozna (podwyzszajac m) doprowadzi¢ do sytuacje, ze funkcja jest
ciagla, ma pochodna, ktéra réwniez jest ciggla. Otrzymana funkcja bedzie gtadka.
(Natomiast moze okazaé sie, ze druga pochodna juz ciggta nie jest — co ma swoje
konsekwencje.) Zazwyczaj ciaglto$é pierwszej, a czasami drugiej pochodnej jest
wystarczajaca.

Funkcje sklejane to specjalna kategoria funkcji interpolacyjnych. Sa one skon-
struowane z kawatkéw” (funkcja moze by¢ inna w kazdym przedziale interpolacji),
ale maja szereg zalet. Nadaja sie zwlaszcza, gdy trzeba na podstawie siatki (na
przyktad MES) utworzy¢ gtadka powierzchnie.

Szczegblnym przypadkiem sa krzywe Beziera (Bezier curve).
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http://kmim.wm.pwr.edu.pl/myszka/wp-content/uploads/sites/2/2015/10/sinus.nb

7.5. Mathematica

7.5.1. Interpolacja wielomianowa

Do wyliczania wielomianéw interpolacyjnych stuzy funkcja Interpolation.
Mozna jez uzy¢ albo tak:
data = {1,2,-3,5,8,3}

f = Interpolation|data, InterpolationOrder — 4]
W tym przypadku zaktada sie, ze nasz zestaw danych to pary: {(1,1), (2,2), (3, —3),
(4,5), (5,8), (6,3)}.

Rzad interpolacji (InterpolationOrder, standardowo 3) jest bardzo waznym
parametrem. Interpolacja odbywa sie w sposéb opisany wczes$niej tylko wtedy, gdy
rzad interpolacji réwna si¢ n — 1 (gdzie n to licznos$¢ zbioru danych). Gdy rzad
jest mniejszy niz n — 1 — interpolacja dokonywana jest za pomocsg jakiej$ formy
funkcji sklejanych. W szczegdlnosci mozna zazadaé, zeby uzyta byta metoda funkcji
sklejanych dodajac parametr Method—"Spline".

Wynik interpolacji (w tym wypadku f) jest funkcja i moze by¢ uzywane tak
jak kazda funkcja: p = Plot[f[z], {z, 1,6}] dajac w efekcie pigkny wykres, albo tak:
y = f[2.5]
—2.41406

Albo, gdy mamy zestaw danych pp, ktory jest tablica dwuwymiarows zawiera-
jaca wspolrzedne weztéw w postaci (x,y):

pPp = {{07 1}7 {%7 2} ) {%7 _3} ) {%7 5} ) {%7 8} ) {%7 3}}
ff = Interpolation|pp, InterpolationOrder — 1];
Show|Plot[ff[z], {, 0, 0.5}], ListPlot[pp, PlotStyle — Red]]
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Przyktadowy notatnik Mathematici pokazujacy zastosowanie interpolacji.

7.5.2. Interpolacja funkcjami sklejanymi

Do interpolacji funkcjami sklejanymi stuzy¢ moga funkcje Interpolate lub
ListInterpolate, gdy podamy jako metode interpolacji "Spline". (W zasadzie nie
widze miedzy nimi réznicy).

Przyktadowy notatnik do poréwnania interpolacji wielomianowej i splajnow.

7.6. Matlab

Zaktadam, ze wszyscy Panstwo znakomicie znacie Matlaba. Wiec opisy sa
minimalne. Sugeruja zabawy z Mathematica.

7.6.1. Interpolacja wielominowa

Funkcja interpl moze by¢ uzyta do prostych zadan interpolacji. Korzysta
z metod: 'nearest’; 'linear’,’spline’,’pchip’, or 'cubic’ i nie interpoluje w sposéb
opisany w czesci teoretycznej.

Uzycie:

vq = interpl(x, v, xq, method)

gdzie x tablica wspotrzednych x weztdéw interpolacji, v — tablica wspétrzednych
y weztow, xq tablica zawierajaca wartosci punktéw, w ktorych chcemy wyliczy¢
wartodci interpolowanej funkcji. Zaktada sie, ze wezty interpolacji sg zapisane
w kolejnosci rosngcej.

Istnieje réwniez mozliwo$¢ interpolacji na podstawie danych, ktore nie sa w zaden
sposob uporzadkowane: na przyktad mamy zestaw punktéw w przestrzeni trojwy-
miarowej i chcemy narysowacé poziomice. Uzywa sie woéwczas metod opisanych jako
interpolating scattered data.
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http://kmim.wm.pwr.edu.pl/myszka/wp-content/uploads/sites/2/2015/10/interpolacja2.nb
http://kmim.wm.pwr.edu.pl/myszka/wp-content/uploads/sites/2/2015/10/spline.nb

7.7. Zadania

1.

2.

Przygotowac¢ przyktad pokazujacy zachowanie zachowanie wielomianu interpo-
lacyjnego pomiedzy weztami interpolacji.

Uzy¢ interpolacji wielomianowej i za pomocg funkcji sklejanych do przebiegu
temperatury z czujnika podczerwonego (plik ma w nazwie temperatura_ir).
W wyniku powinniémy dosta¢ dwa rézne ,przyblizenia” funkcji ale o tych
samych warto$ciach w weztach interpolacji. Nalezy policzy¢ pochodne obu funkcji
interpolacyjnych. Wyniki poréwnaé¢. Wyciagnaé¢ wnioski. (Zamiast interpolacji
wielomianowej — jezeli trudno lub nie da sie jej wyliczy¢ — mozna uzy¢ jakiegos
innego sposobu interpolacji.)

Hint: w przypadku Mathematici, aby uzyska¢ pochodng funkcji f wystarczy
napisa¢ f’.

7.8. Sprawozdanie

Standardowe.

7.9. Lektury uzupelniajace

SERSA N

Nieco teorii, ale inaczej podanej znalez¢ mozna na blogu Szymona Wasowicza:
Tajniki interpolacji, czes¢ 1

Tajniki interpolacji, czesé
Tajniki interpolacji, czesé

VI N

Tajniki interpolacji, czes¢
Tajniki interpolacji, czesc

) Ot

Tajniki interpolacji, czesé¢ 6


https://byc-matematykiem.pl/
https://byc-matematykiem.pl/tajniki-interpolacji-czesc-1/
https://byc-matematykiem.pl/tajniki-interpolacji-czesc-2/
https://byc-matematykiem.pl/tajniki-interpolacji-czesc-3/
https://byc-matematykiem.pl/tajniki-interpolacji-czesc-4/
https://byc-matematykiem.pl/tajniki-interpolacji-czesc-5/
https://byc-matematykiem.pl/tajniki-interpolacji-czesc-6/

8. Laboratorium 2a: Interpolacja
trygonometryczna

8.1. Interpolacja trygonometryczna

W przypadku gdy, funkcja (zjawisko), ktéra sie zajmujemy jest okresowa czyli

gy +1t) =g(y)

dla wszystkich y do interpolacji najlepiej uzy¢ funkcji okresowych. Dokonujac
zamiany zmiennych (z = 27”) mozna rozpatrywacé funkcje okresowe o okresie 2.

Zadanie interpolacji trygonometrycznej polega na znalezieniu dla danej funkcji

J: i
(@) = Y ey
=0

(1 = v/—1). Oczekujemy, ze wielomian ten przyjmie w n+1 punktach zj, z przedziatu
[0, 27] te same wartosci co interpolowana funkcja, tzn.:

ta(mr) = f(z1)

gdzie xy, # x;, gdy k # 1.
Zadanie te rozwigzuje sie podobnie jak poprzednie rozwigzujac uktad n + 1
rownan liniowych z n + 1 niewiadomymi c,, ¢y, ..., ¢,

Z Cjzi = f(xx)
j=0

gdzie 2z, = e'**.
Zalézmy, ze wezty interpolacji 5 rownoodlegle czyli x), = % (k=0,1,...,n).
Ze wzgledu na to, ze funkcje €% sg ortogonalne (w sensie iloczynu skalarnego)
zagadnienie mozna potraktowac jako rzut dowolnego wektora w przestrzeni na osie.

Mozna pokazac, ze wspolczynniki ¢; mozna wyznaczy¢ w sposob nastepujacy:

1) 1 n N
(fa € ) _ Z f(xk)e*’bjzk
n+1 n+1:=

Cj:
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(zapis (e, ) oznacza iloczyn skalarny.
Jak wiadomo, wielomian ¢, (x) = >7_, ¢je'" przedstawiony moze by¢ w postaci
alternatywnej:

DN | —

Ui 1
tn(z) = zao + > _(a; cos jx + b; sin jz) + 5§am+1 cos(m+ 1)z
j=1

gdzie 6 = 0, a m = %n, gdy n parzyste oraz 6 = 1, a m = %(n —1), gdy n
nieparzyste. Wspoétczynniki a; i b; réwne sa odpowiednio:

2 & .
a; = n+1l§f(xk)cosjwk
b= — 3" f(a) sin
;= ) sin jx
J n+1k:0 k I

Powyzszy wzor nie jest wykorzystywany do obliczen. Zazwyczaj stosuje sie Szyb-
ka Transformate Fouriera (FFT). Algorytm opracowany przez Cooleya i Tookeya
w 1965 pomine. Koszt podejécia klasycznego wymaga (n + 1)? operacji. Natomiast,
w przypadku algorytmu FFT, gdy n + 1 moze by¢ przedstawione (roztozone) jako
iloczyn rry ... 1, bedzie rzedu (n+1)(r; + 7o+ - - - +1,). Algorytm FFT najczesciej
stosowany jest, gdy n + 1 = 2F, wymaga on wéwczas nlog, n dziatan.

Pewnym problemem stosowania interpolacji trygonometrycznej jest to, ze funk-
cja jest okresowa. To znaczy zakladamy, ze t,(0) = t,(x,+1). Dokonujac pomiaréw
zazwyczaj tak nie jest. W dalszym ciggu ,mozna” stosowaé¢ FFT, funkcja bedzie
okresowa, ale... Aby uwolni¢ sie od tego problemu, naktada sie zmierzone dane
funkcje okna. Typowa funkcja okna dla x = 0 i x = 27 przyjmuje wartos¢ zero co
powoduje znieksztatcenie badanego przebiegu.

8.2. Mathematica

8.2.1. Interpolacja trygonometryczna

Zajme sie gtownie szybkag transformata Fouriera. Funkcja Fourier stuzy do
wyliczenia FFT z zadanego przebiegu danych. Najprostsze jez uzycie bedzie takie:
a = Fourier[{1,1,2,2,1,1,0,0}]

{2.82843 +0.i, —0.54+1.207117,0. +0.7,0.5 —0.2071074, 0. +0.7,0.5 +0.2071077, 0. +
0.4, —0.5 — 1.207114¢}
Odwrotna transformata Fouriera:
InverseFourier|a]
{1.,1.,2.,2.,1.,1.,0., —1.570092458683775*"-16} W kazdym razie dziala.
Teraz jakis przebieg okresowy.
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err = .0001;

data = Table[2Sin[0.27n] + Sin[0.87n] + RandomReal[{—err, err}|, {n, 0, 127}|;

fitdata = Fourier[data];
ListPlot[Abs|fftdata]]

08}

06}

02+

Jak zinterpretowaé ten wykres? Czemu sa cztery ekstrema (piki)?

04l

L L L L L L
20 40 60 80 100 120

Mozna rowniez skorzystaé z funkcji Periodogram.

Periodogram|data]

200

200

Jak zinterpretowac ten rezultat?

Jak na podstawie powyzszych wykresow zidentyfikowaé czestosci przebiegu?
. Hint1: Wygenerowa¢ jeden okres przebiegu o czestosci 1 Hz i pokazaé jego

transformate Fouriera oraz periodogram.

. Hint2: Funkcja periodogram ma dodatkowy parametr SampleRate. Moéwi on
ile probek na jednostke czasu wykonano. Uzywany jest do skalowania osi X.

8.3. Matlab

8.3.1. Interpolacja trygonometryczna

Podstawowym narzedziem jest funkcja fft:

= 1000; % Sampling frequency
= 1/Fs; % Sample time
= 1000; % Length of signal
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t = (0:L-1)%T; % Time vector

% Sum of a~50 Hz sinusoid and a~120 Hz sinusoid

X = 0.7*sin(2xpi*50*t) + sin(2*pix120%*t);

y = x + 2*randn(size(t)); % Sinusoids plus noise
plot(Fsxt(1:50),y(1:50))

title(’Signal Corrupted with Zero-Mean Random Noise’)
xlabel(’time (milliseconds)’)

NFFT = 27nextpow2(L); % Next power of 2 from length of y
Y = fft(y,NFFT)/L;

f = Fs/2xlinspace(0,1,NFFT/2+1);

% Plot single-sided amplitude spectrum.

plot (f,2xabs(Y(1:NFFT/2+1)))

title(’Single-Sided Amplitude Spectrum of y(t)’)
xlabel (’Frequency (Hz)’)

ylabel(’ [Y(£)[’)

Zwracam uwage, ze pokazane rozwigzanie sugeruje, zeby dlugos$é ciagu da-
nych byta potega dwojki (polecenie: NFFT = 2 nextpow2(L) ;) czego nie wymaga
Mathematica.

8.4. Zadania

1. Uzy¢ interpolacji trygonometrycznej do znalezienia okresu zmiennosci tygodnio-
wego (lub miesiecznego) wykresu temperatury. Wyglada on jako$ tak:

temperatura, tydzien, Sun Oct 11 21:29:03 CEST 2015
70
60
50
40
30
20"
10
0

-10

5} 06 07 o8 09 10 11
M Window
@ $rednia dobowa
Wir
(c) 2015- W.M.

2. Przed rozpoczeciem tego zadania sugeruje zapoznanie sie z informacjami zawarty-
mi w rozdziale o Jupyterze oraz przeanalizowanie przyktadowych notatnikéw na
temat wczytywania danych, eliminacji btednych danych i szybkiej transformaty
Fouriera.

3. Majac transformate Fouriera warto sprobowaé przeprowadzi¢ ,naiwng, reczng
filtracje danych”, ktéra polega¢ bedzie na wyzerowani nieistotnych sktadowych
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https://kmim.wm.pwr.edu.pl/myszka/dydaktyka/metody-numeryczne/dodatki/jupyter-2/
https://nbviewer.jupyter.org/urls/temisto.immt.pwr.wroc.pl/~myszka/Jupyter/InneDane.ipynb
https://nbviewer.jupyter.org/urls/temisto.immt.pwr.wroc.pl/~myszka/Jupyter/NaNy.ipynb
https://nbviewer.jupyter.org/urls/temisto.immt.pwr.wroc.pl/~myszka/Jupyter/FFT.ipynb
https://nbviewer.jupyter.org/urls/temisto.immt.pwr.wroc.pl/~myszka/Jupyter/FFT.ipynb

transformaty i po zostawieniu tylko tych ktére wnosza istotny wktad w przebieg
oraz porownaniu przebiegow.

Opisa¢ od czego zalezy rozdzielczoéé (zdolnoéé do identyfikowania w przebiegu
ztozonym sktadowych o bardzo bliskich czestotliwodciach) szybkiej transformaty
Fouriera. Mozna positkowaé sie notatnikiem Jupyter.


https://nbviewer.jupyter.org/urls/temisto.immt.pwr.wroc.pl/~myszka/Jupyter/Rozdzielczosc.ipynb

9. Laboratorium 3: Aproksymacja

9.1. Wstep

Podstawowym problemem interpolacji jest to, ze stara sie przeprowadzi¢ funkcje
przez wszystkie dane, ktore posiadamy (wezty). Ma to sens tylko i wytacznie wtedy,
gdy dane sa doktadne i niezaburzone. Gdy jest inaczej — powinniSmy mysleé¢
o jakims ich usrednieniu.

9.2. Aproksymacja

Aproksymacja to taka metoda ,przyblizania” danych, w ktorej zadang funkcje
stara si¢ tak poprowadzi¢, zeby byla jak najblizej posiadanych punktéw.

Osobng kwestig jest ustalenie co to znaczy ,,jak najblizej”? Jezeli mamy zestaw
danych pomiarowych (par) (z;,v;), @ = 1,2,..., N, szukamy takiej funkcji f(z)
aby:

Q= Z(f(flfi) — ;)? — min!

Tak postawione zadanie jest bardzo trudne — minimalizacja polega na wybraniu
funkcji takiej, zeby. .. Znacznie prosciej jest rozwigzywac zadanie nastepujace. Niech

f(z) = g(z,a) gdzie a jest wektorem parametréw a = (a1, aq,...,ap), M < N
N
Q=> (g9(zj,a) — y;)* — min!
j=1

Teraz zadanie optymalizacji jest tatwiejsze — musimy wybra¢ wektor liczb. Kolejne
uproszczenie polega na rozwazaniu zadanie liniowego wzgledem parametréw:

g(x,a) = Zaj(Pj(x),

a zadanie optymalizacji wyglada tak:



Jego rozwiazanie jest stosunkowo proste — wystarczy wyliczy¢ pochodne czast-
kowe % i rozwiaza¢ uktad rownan:
J

9Q _

0, j=1,2,....M
(9aj J

Zadanie dalej si¢ upraszcza gdy przyjaé, ze funkcja ¢;(z) = a7.

9.3. Aproksymacja a interpolacja

W przypadku zadania interpolacji zadamy, aby funkcja interpolujaca przeszta
przez wszystkie punkty (wezly interpolacyjne).

Ponizej przedstawiam zestaw punktéw (pomiary temperatury termometrem

IR).

3

60 B 80 90 100

Rysunek 9.1. Kilka punktéow uzyskanych z pomiaréw temperatury

Krzywe interpolacyjne moga wygladaé¢ tak jak na kolejnym rysunku. Czer-
wonymi kropkami zaznaczone sa wezly interpolacji. Zwracam uwage, ze réznica
miedzy interpolacja Hermite’a a krzywymi sklejanymi nie jest specjalnie wielka.
Niepokojaco natomiast wygladaja réznice pochodnych — pochodna interpolacji
splajnami sze$ciennymi jest gltadka.

L MA/\»NM M /\/\/\/\W

Rysunek 9.2. Przyklady interpolacji (od lewej wielomian Newtona, sklejany Hermita i
sklejany trzeciego stopnia)

o8



9.4. Aproksymacja — Mathematica

Do realizacji aproksymacji wykorzysta¢ mozna w Mathematici funkcje Fit. Jej
wywolanie jest nastepujace:
Fit[data, funs, vars]
gdzie data to zestaw danych (par punktéow), funs funkcja lub wektor funkeji
ktérymi przyblizamy. Na przyklad: {1,z, 22 23 2% 25 25 27 28 29 210 2! 212}
vars — zmienna lub zmienne niezalezne.

Powyzszy zestaw jednomianow w réznych potegach mozna tatwo wygenerowac
automatycznie:

funs = Table [a:i, {1,0, 10}}

{1, z, 22, 2%, at, 2b 2l 2 18 20, xm}
i dalej:

funkcjal = Fit[dane[[All, 2]], funs, ]

w wyniku dostajemy wspotczynniki wielomianu:

— 8.003515809018834*"-20'% + 1.1265995371896338*"-162”

— 6.645297813196042*"-142® + 2.1252203010076843*-1127

— 3.981375997713063*"-92° + 4.408253297181539*"-7x°

— 0.00002783542" + 0.000937832% — 0.01654722% + 0.229312 — 1.59072S

Korzysta si¢ z otrzymanej funkcji aproksymacyjnej dosy¢ tatwo, na przyktad:

Plot[funkcjal, {x, 0,288}, PlotStyle — Blue]

albo
ff1[x_ | = funkcjal;

Plot[ff1[z], {z, 0, 288}]

W przypadku bardziej skomplikowanych zadan wykorzysta¢ mozna réwniez
funkcje FindF'it (funkcja aproksymujaca nie musi liniowo zaleze¢ od parametréw),
LinearModelFit (tylko dla modeli liniowych) i chyba najogélniejsza: Nonlinear-
ModelFit.

Na ponizszej ilustracji przyktad aproksymacji dobowych zmian temperatury
z termometru IR wielomianami stopnia 12 (zielony) i 4 (niebieski)).

Jak wida¢ — caly problem sprowadza sie do wyboru odpowiedniej funkcji
aproksymacyjnej.

29



Rysunek 9.3. Aproksymacja danych wielomianami r6znego stopnia: niebieski — 4, zielony

—12

9.5. Zadanie do wykonania

Wybraé jakis przebieg dobowy i przyblizy¢ go za pomocy jakiejs sprytnej funkcji

(ktora dobrze bedzie oddawata istote zmiennosci przebiegu.

1.

Uwagi:

Dane otrzymane z pomiaréw zawierajg bardzo duze wartosci wspotrzednych .
Moze to stanowi¢ problem podczas aproksymacji. Stanowczo wigc zalecam prze-
suniecie czasu do zera (to znaczy pierwszy pomiar dokonywany jest w chwili 0,
a nastepne co 300 sekund). Mozna to osiagna¢ tak:

dane = Import[AVERAGE300.dat];

xmin = [Min[dane[[All, 1]]];

dane[[AllL 1]] = dane[[All, 1]] — xmin

Mozna tez poréwnac otrzymane wyniki z wynikami aproksymacji tylko wartosci
y (z przyjmuje wartosci 1,2,...):

funkcjal = Fit[dane[[All,2]], funs, |

Jezeli chodzi o wybér funkeji — sugeruje zaczaé od wielomianow. Teoretycznie,
im wyzszy stopien wielomianu — tym przyblizenie lepsze. Tylko nie wiadomo
czy sensowniejsze. Ambitni moga wymysli¢ jakas funkcje nieliniowa lub ztozy¢
z kawalkow (patrz tutorial).

9.6. Matlab

Mozliwo$ci matlaba w zakresie aproksymacji wydaja sie by¢ mniejsze. Toolbox

Curve Fitting zawiera funkcje o nazwie fit i wywotaniu:

fit(x,y,fitType)
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http://kmim.wm.pwr.edu.pl/myszka/dydaktyka/metody-numeryczne/szybkie-tutoriale/mathematica-tutorial/lekcja-4/

x 1y to dane wejsciowe. jako fitType podac nalezy tancuch znakéw okreslajacy
rodzaj aproksymacji. Mozliwosci opisuje dokumentacja. Sg tam wielomiany do
stopnia 9 i pare innych funkcji.

Najprostsze uzycie (korzystajace z dostarczonych z matlabem danych przykta-
dowych) wygladaé moze tak:

load census;
f=fit(cdate,pop, ’poly2’)
plot(f,cdate,pop)

9.7. Aproksymacja a regresja

Wyobrazmy sobie, ze mamy n pomiaréw x; jakiegos parametru i chcemy za-
aproksymowac je wartoscia stalg x. Chcielibyémy, aby ta stala byta jak najblizsza
wszystkim pomiarom. Interesuje nas zatem taki problem:

n

Q=) (z;—)* = min!

i—1

czyli szukamy takiej wartosci z, ktéra minimalizuje (). Policzmy wiec pierwsza
pochodng % (bedziemy przyréwnywaé ja do zera):

d n n
dcj :i:12(x2—:?) :2;@—271;1::
zatem | o

Wzor ten przypomina nam znany ze statystyki wzér na srednig.

Nie od rzeczy bedzie wspomnie¢, ze aproksymacja ma bardzo wiele wspolnego
ze znang ze statystyki regresja. W pewnym sensie jest to to samo (choé nie nalezy
mowié tego gtosno) — w przypadku regresji jest cata otoczka zwiazana z proba-
bilistyka (w szczegdlnosci zaktada sie, ze x; sa to obserwacje pewnej zmiennej
losowej X, a to bardzo silne zatozenie — méwi ono, o tym, ze istnieje rozktad
prawdopodobiefistwa zmiennej losowej X). Mozna w takim przypadku pokazaé, ze
wyliczona wartos¢ r ma pewne pozadane wtasciwosci — wraz ze wzrostem n, T
zmierza do wartoéci éredniej rozktadu (jest estymatorem wartoéci éredniej) i, ze
jest to estymator nieobcigzony.

W technice wykorzystuje sie érednig do ,polepszania” wynikéw pomiarow.
Zakladamy, ze warto$¢ a mierzona jest z pewnym addytywnym btedem, czyli:
xr; = a + (;; zaburzenia (; sa niezaleznymi realizacjami obserwacji pewnej zmiennej


http://www.mathworks.com/help/curvefit/list-of-library-models-for-curve-and-surface-fitting.html
https://pl.wikipedia.org/wiki/Estymator#Nieobci.C4.85.C5.BCono.C5.9B.C4.87

losowej Z o $redniej 0. Zatem wyliczajac > ; z;, po dokonaniu odpowiednio wielu
pomiaréw ,odkry¢” mozemy prawdziwa wartosé a.

Podobne interpretacje mozna zaprezentowaé réwniez dla innych zadan, w ktérych
stosujemy aproksymacje.
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10. Laboratorium 4: Arytmetyka
zmiennoprzecinkowa komputerow

10.1. Wstep

Te zajecia nawiazuja do sposobu zapisu liczb opisanego w . czesci teoretyczne]”.
Ich celem jest od$wiezenie tej wiedzy, zaprojektowanie prostego eksperymentu
pozwalajacego sprawdzié¢ jak obliczenia sa wykonywane (zwtaszcza w arkuszu
kalkulacyjnym).

Druga cze$é ma pokazaé w jaki sposdb mozna te ograniczenia omija¢ korzystajac
ze specjalnych bibliotek.

10.2. Proste obliczenia

Jest taki program [10]*

#include <stdio.h>
int main()
{
float s;
double d;
long double e;
int 1i;
s=d=e =0.5;
for(i=1;i<=100;i++)

{

s =3.8F s *x (1.F - 8);

d=3.8x%xdx*x (1. - d);

e =3.8Lx*xe x (1.L - e);

if (i%10==0) printf("}10i %16.5f %16.51f %16.5Lf\n", i, s, d, e);
}

1 Problem pojawil sie po raz pierwszy podczas préb symulacji izolowanej populacji insektéw.
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http://kmim.wm.pwr.edu.pl/myszka/dydaktyka/metody-numeryczne/podstawy-teoretyczne/typy-danych/

// printf ("%1d\n", sizeof(long double));

return

}

nie prowadzi on zadnych skomplikowanych obliczen przeprowadzajac jedynie proste

dzialanie:

gdzie o = 3.8, a zp = 0.5.

Wykonuje on obliczenia na liczbach typu float (32 bity), double (64 bity) i long
double (128 bitéw). Program wykonuje 100 iteracji drukujac co dziesiata z nich.
Wyniki programu (mozna go tatwo zapisa¢ na dysku jako caos.c i skompilowaé

0;

Tit1 = 04331(1 — .QTZ)

poleceniem gcc -o caos caos.c.
Wyniki wygladaja jakos tak:

10
20
30
40
50
60
70
80
90
100

Jak wida¢ rezultaty roéznia sie w sposob znaczacy. Jedynym wythumaczeniem jest
rézna liczba bitow uwzglednianych w obliczeniach. Zatem przypuszcza¢ mozna ze

o

O O O O O O O O O

.18510
.23951
.88445
.23023
.76124
. 72004
.899562
.61599
.84367
.94858

O O O O O O O o oo

.18510
.23963
.90200
.82493
.53714
.66878
.53189
.93573
.68312
.65620

wersja 128-bitowa jest najblizsza rzeczywistoSci.

Jezeli wierzy¢ rozwazaniom z |

0 1000 cyfr) sa nastepujace:

i jak wida¢ odrobing réznia sie od najlepszego uzyskanego wyniku.

10
20
30
40
50
60
70
80
90
100

O O O O OO OO oo

.18509
.23963
.90200
.82492
.53713
.66878
.563202
.93275
. 79885
.23161
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.18510
.23963
.90200
.82493
.53714
.66879
.53203
.93275
. 79884
.23138

] ,poprawne wyniki” (uzyskane w arytmetyce



Okazuje sig, ze dla 0 < a < 3 zachowanie obliczen jest deterministyczne, a dla
3 < a < 4 — chaotyczne. Takie systemy (chaotyczne) sg bardzo czute na doktadnosé
obliczen.

10.3. Mathematica

Mathematica dla kazdego obliczenia potrafi podac precyzje wyniku. Stuzy do
tego funkcja Precision[]. Zazwyczaj obliczenia wykonywane sa z ,,maszynowsg,
precyzja“ (co oznacza obliczenia na liczbach podwdjnej precyzji (64 bity).

Dodatkowo mozna zadeklarowaé w jakiej precyzji majg by¢ wykonywane obli-
czenia.

Block [{$MinPrecision = 5,$MaxPrecision = 5},x = a~* x * (1 - x)]

Zmalaztem tez instrukeje (ktérej do korica nie rozumiem) powodujaca, ze wszyst-
kie obliczenia w notatniku beda odbywaé sie z zadana precyzja. Wyglada ona jakos
tak:

$PreRead=(#/.s_String/; StringMatchQ[s, NumberString] &&
Precision @ ToExpression @ s==MachinePrecision:> s<>"‘1000."&);

i powinna by¢ umieszczona na poczatku notatnika?. Precyzja okreélona jest staly
tekstowa na samym koncu polecenia (" €1000."). Demonstruje to prosty przyktad
(notatnik Mathematici).

Powinno to wystarczy¢ do zaprogramowania opisywanego przyktadu.

Mathematica to pelnowymiarowy jezyk programowania, wyposazony w in-
strukcje warunkowe (If czy stuzace do tworzenia petli (For, Do, While). Prosty
przyktad programiku z tymi instrukcjami zawiera notatnik.

Jak ktos ciggle ma ktopoty moze skorzysta¢ z kolejnego przyktadowego progra-
mu.

10.3.1. Pakiet Computer Arithmetics

Mathematica wyposazona jest w pakiet Computer Aruithmetics stuzacy do
symulowania obliczen korzystajac z jakiej$ ,wymyslonej” arytmetyki komputerowe.
Pozwala to bada¢ jaki wpltyw na na precyzje obliczen moze miec liczba dostepnych
bitow czy zakres zmian warto$ci wyktadnika.

W szczegdlnosci pakiet pozwala na symulowanie komputeréw o arytmetyce
dziesietnej (nie binarnej). Wydaje sie ze do prowadzenia zlozonych obliczen inzy-
nierskich taki rodzaj arytmetyki moze by¢ lepszy niz stosowana dzis arytmetyka
binarna.

2 Ustalona precyzja bedzie obowigzywala we wszystkich réwnoczeénie otwartych notebookach
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http://kmim.wm.pwr.edu.pl/myszka/wp-content/uploads/sites/2/2015/11/test_precision.nb
http://kmim.wm.pwr.edu.pl/myszka/wp-content/uploads/sites/2/2015/11/programowanie.nb
https://kmim.wm.pwr.edu.pl/myszka/wp-content/uploads/sites/2/2016/11/test3.nb
https://kmim.wm.pwr.edu.pl/myszka/wp-content/uploads/sites/2/2016/11/test3.nb

Aby z pakietu skorzystaé, trzeba go zatadowac. Stuzy d tego polecenie iNeeds.
Needs ["ComputerArithmetic‘"].

Nastepnie definiujemy rodzaj arytmetyki poleceniem SetArithmeticl[d,Db]
gdzie d to liczba uzywanych cyfr (niestety z zakresu 1 do 10), a b to podstawa
systemu liczenia z zakresu od 2 do 16. Nie mozna zatem poszale¢ z liczba uzywanych
w obliczeniach cyfr (co utrudnia nieco nasze zadanie).

Kolejne polecenie to ComputerNumber definiujace obiekt w wybranej arytmetyce:

X
a

ComputerNumber [0.5]
ComputerNumber [3.8]

(Standardowo nie mozna wykonywac obliczen na liczbach mieszanych wiec trzeba
uwazaé na zapis:

x=x%*ax* (1 -x)

gdyz jedynka jest z innego $wiata (obiektem innego typu). Czyli powyzsze trzeba
zapisac¢ jako:

x = x * a * (ComputerNumber[1] - x)

albo

one = ComputerNumber [1]
x =x * a * (one - x)

Takie obliczenia réwniez mozna wykona¢ aby sprawdzi¢ zachowanie naszego
problemu. Od razu podpowiadam, ze mozna wykorzysta¢ arytmetyke szesnastkowa
o 10 cyfrach (uzyskamy wiecksza precyzje niz w przypadku arytmetyki 10 o 10
cyfrach). Ale i tak to za malo.

10.4. Python

Jezyk programowania python moze byé wyposazony w biblioteke mpmath ([17]),
pozwalajaca na obliczenia w dowolnej precyzji.
Korzystanie z niej jest stosunkowo proste. Trzeba ja najpierw ,zatadowac”

from mpmath import *

Polecenia mp.prec i mp.dps definiuja precyzje obliczen. Pierwsze okresla ja
w bitach, drugie w cyfrach dziesietnych. Wystarczy korzystaé tylko z jednego, gdyz
ich wartosci zalezne sa od siebie: prec ~ 3.33 dps

>>> mp.dps=100
>>> mp.prec
336
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Najwiekszy ktopot jest z deklaracja statych, ktére nie mogg by¢ standardowymi
literatami.

>>> x=mpf (4)

>>> x

mpf(’4.07)

>>> x/mpf (°3.7)

mpf (’1.333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333:.
>>> mp.dps=30

>>> x/mpf(’3.7)

mpf (’1.33333333333333333333333333333327”)

Wprowadzajac dane trzeba pamiegta¢ o btedach konwersji z uktadu dziesigtnego
do dwojkowego. W zwigzku z tym spodziewaé¢ mozna si¢ dziwnych zjawisk

>>> mpf(.1)

mpf (*0.1000000000000000055511151231257837)
>>> mpf (°.17%)

mpf (?0.0999999999999999999999999999999951 )
>>> mpf (1) /mpf (10)

mpf (*0.0999999999999999999999999999999951 )

w pierwszym przypadku najpierw robiona jest konwersja z liczby dziesietnej do bi-
narnej, a pézniej wynik traktowany jest jako liczba wielokrotnej precyzji. W drugim
wypadku do funkeji mpf przekazujemy tekst, ktory jest interpretowany i konwerto-
wany od razu na liczbe wielokrotnej precyzji.

Reszta jest juz stosunkowo prosta.

Dodawanie: fadd ()

Odejmowanie: fsub ()

Negacja (zmiana znaku): fneg()

lNloczyn: fmul ()

5. lloraz: £div()

Chociaz jak juz zmienne zostaly ,zadeklarowane” jako duzej precyzji mozna korzy-
sta¢ ze standardowych operatoréw +-/*.

Ll e

>>> mp.dps = 100

>>> x = mpf(’1.7)

>>> y = mpf(’3.7)

>>> z~=x / y

>>> nprint(z,20)
0.33333333333333333333
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10.4.1. Idle

Mozna utatwic¢ sobie prace w pythonie uruchamiajac proste srodowisko graficzne
zwane idle. Pozwala ono zapisa¢ program korzystajac z prostego edytora i bardzo
tatwo uruchamiac go.

10.4.2. Jupyter

Znacznie bardziej wygodne moze by¢ skorzystanie z notatnika Jupyter. Przygo-
towatem odpowiedni przyktad, ktory mozna pobrac¢ (wraz z innymi) stad.

10.5. Zadania do wykonania

1. Zaproponowaé eksperyment obliczeniowy wyznaczajacy liczbe bitéw i doktad-
no$¢ prowadzonych obliczen.

2. Przetestowaé go na matlabie i Mathematici, w arkuszu kalkulacyjnym LibreOffi-
ce cale, Blockly i — jezeli kto$ konto Google posiada dla arkusza kalkulacyjnego
Google (i ewentualnie dla Microsoft Office Online).

3. Pobawié¢ sie w pythonie® i Mathematici prowadzeniem obliczen w duzej precyzji
programujac podany na poczatku przyktad i poréwnujac (jakies wykresy?)
wyniki uzyskane dla réznych precyzji obliczen.

3 Programowanie w pythonie jest stosunkowo proste ([15], [19], [20], [21], [22]). Mozna réwniez
zerknaé¢ do instrukceji laboratoryjnych do zaje¢ z Technologii Informacyjnych. Na stronach TI
dla informatykji znajduje si¢ réwniez obszerny spis literatury. Natomiast, jezeli kto$ boi sie
zaczynacé, powinien zerknac na przygotowana strone w Blockly zawierajacy program i pozwalajaca
na podejrzenie wersji skonwertowanej do pythona. Skopiowaé z tego okienka jest trudno, ale si¢
da. Klikamy w nie i w ciemno Ctrl-A, Ctrl-C i zawartos¢ wklejamy do edytora. Pdzniej trzeba
tylko jeszcze podzielié na linie (i zadbaé o wlasciwe wciecia, ale jak robié to ostrozne — udaje sie).


https://nbviewer.jupyter.org/urls/temisto.immt.pwr.wroc.pl/~myszka/Jupyter/caos.ipynb
https://kmim.wm.pwr.edu.pl/~myszka/Jupyter/notatniki.zip
https://blockly-demo.appspot.com/static/demos/code/index.html
http://kmim.wm.pwr.edu.pl/myszka/dydaktyka/technologie-informacyjne/mechatronika-mcm031003/laboratorium/laboratorium-4-bledy-obliczen-python/
http://kmim.wm.pwr.edu.pl/myszka/dydaktyka/technologie-informacyjne/mechatronika-mcm031003/literatura/python-2/
http://kmim.wm.pwr.edu.pl/myszka/dydaktyka/metody-numeryczne/instrukcje-laboratoryjne/laboratorium-4/chaos-w-blockly/

11. Laboratorium 5: Optymalizacja

11.1. Wstep

Zadania optymalizacyjne to podstawa calej teorii sterowania. Zazwyczaj nie
tylko nam chodzi, zeby osiagna¢ zadany cel, ale rowniez, aby osiagna¢ go albo
w najkrotszym czasie, albo z wykorzystaniem najmniejszej liczby zasobdéw.

Zadanie optymalizacji pojawi¢ sie¢ moze tylko wtedy, gdy mozliwe jest wiecej
niz jedno rozwigzanie.

11.2. Minimalizacja funkcji jednej zmiennej

Problem jest — w zasadzie — bardzo prosty: nalezy znalez¢ takie z, dla ktérego
f(z) przyjmuje warto$¢ minimalna.
Mowimy tez, ze T jest minimum lokalnym jezeli

f(@) < f(z), |z —7|| <e

Funkcja moze mie¢ wiele miniméw lokalnych. Jezeli dla & € X zachodzi:

f(@) = inf f(z)
wowczas mowimy, ze T jest minimum globalnym w zbiorze X.

Zadanie w najogdélniejszym przypadku jest bardzo trudne! Jezeli przyja¢ do-
datkowe zaltozenia — ze funkcja f(x) jest ciagta (co najmniej odcinkami ciagta),
a zbiér X jest zwarty i domkniety! (co to znaczy?) to mozna kusi¢ si¢ o tworzenie
jakichkolwiek sensownych algorytmoéw szukania minimum. (Jezeli funkcja f(x) nie
jest co najmniej odcinkami ciggta — moze okazaé sie, ze jedyna metoda poszu-
kiwania minimum jest przeglad wartosci funkcji dla wszystkich dopuszczalnych
argumentow. )

Jezeli funkcja jest rézniczkowalna szukanie minimum moze sprowadzi¢ si¢ do
rozwigzania réwnania (uktadu réwnan):

f'(x)=0

L 7Zbiér jest domkniety, gdy granica kazdego ciagu, ktérego elementy naleza do zbioru
réwniez nalezy do zbioru. Gdy dodatkowo zbidr jest ograniczony — jest zawarty.
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i przeanalizowania wszystkich ,,podejrzanych punktéw”, w ktérych zeruje sie pierw-
sza pochodna funkcji.

Ale, szczerze méwige problem sprowadza sie do zastgpienia jednego trudnego
zadania innym trudnym zadaniem.

Jedyna ogélna metoda aby znalez¢ minimum globalne to znalezé wszystkie
minima lokalne i wybraé¢ z nich najmniejsze. Zatem, tak na prawde, potrzebujemy
dobrych algorytméw wyszukiwania miniméw lokalnych.

Na ogél X jest pewnym podzbiorem wiekszej przestrzeni (méwiac bardzo
nieprecyzyjnie). Zadanie wyszukiwania minimum w zbiorze X jest wéwczas za-
daniem poszukiwania minimum z ograniczeniami. W pewnych przypadkach, gdy
ograniczenia zadane sg za pomoca rownosci stosujac metode mnoznikow Lagrange’a
mozna zadanie z ograniczeniami sprowadzi¢ do zadania poszukiwania minimum
bez ograniczen.

Gdy nie da sie problemu rozwiaza¢ analitycznie (na przyktad rozwiazujac uktad
réwnan), pozostaje stosowanie metod iteracyjnych. Jedng z nich opisze ponize;j.

11.2.1. Metoda zlotego podzialu

Zaktadamy, ze odcinkami ciagta funkcja funkcja f(x) okre$lona dla a < x < bma
tylko jedno minimum lokalne. Chcemy stworzy¢ algorytm, ktory bedzie generowat
ciag liczb zbiezny do tego minimum.

Wyliczamy wartosci funkcji na konicach przedziatu oraz w dwu punktach we-
wnetrznych z; 1 xo, poréwnamy wszystkie (4) wartosci funkeji i wybierzemy
najmniejsza z nich. Dla skupienia uwagi niech bedzie to punkt x;. Mamy trzy
przedzialy [a,x1], [21,xs] oraz [zq,b]. Jasne jest, ze mozemy odrzucié przedziat
[22,b]. (Czemul!?)

Dalsza procedura polega na tym, zeby na odcinku [a, x5] wybraé kolejne dwa
wewnetrzne punkty, wyznaczy¢ w nich wartosci funkcji i procedure powtorzyc. . .

Warto jednak uwzglednié¢ fakt, ze mamy juz wyliczone wartosci funkeji w trzech
punktach: a, z; i x5 — warto wiec tak wybra¢ czwarty punkt aby wykorzystac
wszystko to co juz mamy.
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Kolejny punkt tak dodajemy, aby kolejny (krétszy) odcinek podzielony byt
w sposéb ,,podobny” do wyjsciowego. Powinny by¢ spetnione nastepujace zaleznosci:

1 —a To — X1

b—xy=1x1—a,

b—a 1y—a
Rozwiazanie jest nastepujace:
b—xy z1—a 2
= = = —F=~0,38
b —a b —a 57 5 3 + \/5 )

W kazdej iteracji dlugo$é¢ odcinka skraca sie 1 — & ~ 0,62 raza; zatem po n
wyliczeniach wartosci funkcji, dtugo$¢ wynikowego odcinek wynosi (1 — &)"™3
poczatkowej dtugosci. Gdy n — oo dtugoséc¢ odcinka zmierza do zera co gwarantuje
zbiezno$¢ metody. . .

Dla ujednolicenia przyjmiemy a = xy, b = x1; na pierwszym kroku wyliczamy:

Ty = 20 + £(T1 — 70), r3 =1 — &(21 — 20).

Po wyliczeniu wartosci funkcji i wybraniu minimum — odrzucony moze by¢ punkt
z dowolnym indeksem. .. Moze to sprawia¢ problem.

Jezeli na pewnym etapie mamy cztery punkty x;, z;, xj, ; (ktéres z nich sa
koricami przedziatu). Zatézmy, ze w punkcie z; funkcja f osiaga minimalng wartosé.
Odrzucamy ten punkt, ktéry jest najbardziej oddalony od x; (Czemu takie dziatanie
jest uprawnione? I w jakich warunkach?). Niech bedzie to punkt x;. Trzy pozostate
punkty szeregujemy w kolejnoéci:

T < Xy < Ty
Kolejny (wewnetrzny punkt) wyznaczamy ze wzoru:
T =25+ Tk — Ty
(Czy na pewno spehia on wymagania ztotego podziatu?)
Obliczenia konczymy gdy
|z — x| <9
11.2.2. Naiwna metoda Monte-Carlo
Losowo wybieramy punkty z zadanego obszaru. Po kilku iteracjach (ilu?) po-
rownujemy wartosci funkeji i wybieramy najmniejsza.
11.2.3. Minimum funkcji wielu zmiennych
Najprostsza metoda to ,ciecie” funkcji wielu zmiennych ,,po osiach”. W kazdym

kierunku dokonujemy minimalizacji funkcji jednej zmiennej.
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11.2.4. Zadania

1. Zaimplementowa¢ (matlab, python, C, C++, Mathematica) metode ztotego
podziatu i przetestowaé na funkcji y = x? w przedziale [—2, 2], funkcji y = sin(x)
w przedziale [0, 37]. Zliczaé liczbe obliczen wartosci funkcji do osiagniecia zadanej
doktadnosci. Poréwnaé osiggniety wynik z Naiwna Metoda Monte-Carlo (dla
tej samej liczby obliczen wartosci funkceji)

2. Powtérzy¢ powyzsze w przypadku funkcji dwu zmiennych: F(x,y) = 10(y —
sin(z))? + 0,122

11.3. Programowanie liniowe

Programowanie liniowe to szczegdlny przypadek poszukiwania minimum. Funk-
cja celu jest liniowa, na przyktad postaci:

flo = Z:fzxz

gdzie f to wektor wspotezynnikow funkceji, a x wektor zmiennych niezaleznych.
Poniewaz natura funkcji liniowej jest taka, ze jest to funkcja monotoniczna
(albo maleje, albo ro$nie? wraz ze wzrostem wartosci sktadowej z;) — moze przyjaé
dowolnie wielkie lub dowolnie mate wartosci. Minimalizacja/maksymalizacja nie
majg sensu.
Zadanie zaczyna mie¢ sens, gdy wprowadzimy ograniczenia na zmienne. Naj-
prostszy przypadek to ograniczenia w postaci zestawu nieréwnosci:

Az <b

(A to jakas macierz) ale nieréwnosci moga mie¢ znacznie bardziej skomplikowana
postac:
Aeq® = begq

(Aeq to pewna macierz, a be, — wektor).
W matlabie problem rozwiazuje funkcja linprog. Zadanie moze mie¢ wiele
roznych postaci, najprostsze to Az < b. Aby problem rozwigzac:

x = linprog(f,A,b)
Zadanie z ograniczeniami nieréwnosciowymi i rownosciowymi:
x = linprog(f,A,b,Aeq,beq)

2 Pomijam przypadek, gdy wartoéé jest stala.
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http://www.mathworks.com/help/optim/ug/linprog.html

Aeq to macierz A, a beq to wektor b,exteq.
Znalez¢ mamy maksimum funkcji cx przy ograniczeniach Az =bixz > 0. A jest
macierza m x n, rank(A) =m,ib > 0 (b, x, ¢ to wektory odpowiednich rozmiaréw).
W Mathematici, mozna uzy¢ jednej z funkcji: LinearProgramming, FindMi-
nimum, FindMaximum, NMinimize, NMaximize, Minimize oraz Maximize.
Pelie¢ mozliwo$ci ma LinearProgramming. Opis w dokumentacji.

11.3.1. Cwiczenia

Whasciciel ciezaréwki moze przewiezé z miejscowosci A do B cukier, make
i chipsy. W ciezaréwce miedci sie towar o objetosci co najwyzej 7000 litrow i wadze
co najwyzej b ton. 1 kg cukru zajmuje objetos¢ 1,5 litra, 1 kg maki 2 litry, natomiast
1 kg chipsow zajmuje objetos¢ 4 litrow. Zysk od przewozu poszczegdlnych towarow
jest nastepujacy:

— za 100 kg cukru 8 zt,
— za 100 kg maki 10 zt,
— za 100 kg chipséw 25 zt.

Ile cukru, maki i chipséw powinien zatadowa¢ wtasciciel cigzarowki aby zmaksy-
malizowa¢ swéj zysk? Matematyczny model tak postawionego zadania jest naste-
pujacy: Oznaczmy przez:

— x1 — ilo$é cukru,

— x9 — ilo$¢ maki,

— x3 — ilo$¢ chipsow

(za kazdym razem w setkach kilograméw). Skoro ciezaréwka moze zabraé co
najwyzej 5 ton towaréw, musi zachodzi¢ nier6wnos¢:

100z; + 100z2 + 10023 < 5000
Z kolei ograniczenie objetosci wyraza sie wzorem
15021 + 20022 + 40023 < 7000
Zysk wtasciciela wynosi:
z = 8x1 + 1029 + +2525

x1,T9 1 r3 muszg by¢ oczywiscie nieujemne. Po uproszczeniach otrzymamy wiec
problem programowania matematycznego:
f(x1, z9, x3) = 8x1 4+ 10x9 + 2523 — max
T +Zo +3 S 50
w zbiorze ¢ 1,5x1 +2x9 +4x3 <70
z; >0 dla j=1,2,3.
Kolejne ¢wiczenie bedzie rownie proste.
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T —|—2{lf2 +3$3 §5
21}1 +3£I?2 +5$3 SS

3%1 +Z2 +3$3 < 4 (111)
z = 2r1 +wz2 +313 — max

Trzeba je rozwiaza¢ za pomoca programu linprog a naste¢pnie ,,przedyskutowac”

uzyskane rozwigzanie (to znaczy sprawdzi¢ czy spelnione sg wszystkie ogranicze-
nia, i zastanowi¢ sie, czy rozwiazanie jest optymalne®...) Mozna réwniez uzy¢
Mathematici.

3 Jak to wykazadé?



12. Laboratorium 6: Sztuczna
inteligencja (AI)

12.1. Wstep

Zacznijmy od prostego przyktadu z dokumentacji funkcji Classify programu
Mathematica.

Wezytujemy dane korzystajac z serwisu Gutenberg zawierajacego petne teksty
utwor6w literackich dostepne na wolnych licencjach.

Najpierw Szekspir:

Othello =

Import ["http://www.gutenberg.org/cache/epub/2267/pg2267.txt"];
Hamlet =

Import["http://www.gutenberg.org/cache/epub/2265/pg2265.txt"];
Macbeth =

Import ["http://www.gutenberg.org/cache/epub/2264/pg2264.txt"];

Po6zniej Hugo:

LesMiserables =
Import["http://www.gutenberg.org/cache/epub/135/pgl35.txt"];
NotreDamede =
Import["http://www.gutenberg.org/cache/epub/2610/pg2610.txt"];
TheManWho =
Import ["http://www.gutenberg.org/cache/epub/12587/pgl12587.txt"];

I wreszcie Wilde:

TheImportance =

Import["http://www.gutenberg.org/cache/epub/844/pg844.txt"];
ThePicture =

Import ["http://www.gutenberg.org/cache/epub/174/pgl74.txt"];
AnIdeal =

Import ["http://www.gutenberg.org/files/885/885-0.txt"];

Tworzymy funkcje klasyfikujaca wigzac po dwa teksty z Autorem.
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author = Classify[<|"William Shakespeare" -> {Othello, Hamlet},
"Oscar Wilde" -> {TheImportance, ThePictureo},
"Victor Hugo" -> {LesMiserables, NotreDamede}|>]

Sprawdzamy pozostate teksty

author [{Macbeth, AnIdeal, TheManWhol}]

12.2. Zadania

1. Na podstawie dokumentacji opisz jak rozumiesz dziatanie funkcji Classify
(niekoniecznie w przypadku rozpoznawania autoréw tekstéw, ale, byé moze,
patrzac na prostsze przyktady — patrz rozdz. 3.3.2). Oczekuje sprawozdania!

2. Powtérz inne przyktady z dokumentacji lub tworczo wykorzystaj gotowe funkcje
klasyfikujace.

3. Sprébuj korzystajac z serwisu Wolne Lektury powtorzyé zadanie klasyfikacji
wybierajac jakichs trzech pisarzy. Wolne Lektury rowniez oferuja pliki w prostym
formacie tekstowym.

4. Rozwazmy, ze mamy nastepujacy problem (serie uczaca): 500 bananéw, 300
pomaranczy i 200 innych owocow. Metodg organoleptyczna sprawdzilismy ktore
z nich sa stodkie. Dodatkowo dokonalismy ich (wzrokowej) klasyfikacji na owoce
y,dtugie” i  krotkie”. Wyniki przedstawia nastepujaca tabelka:

Owoc ,Dhugi” | Krétki”  Stodki  Nie stodki
Banan 400 100 350 150
Pomarancza 0 300 150 150

Inne 100 100 150 50

Zadanie znakomicie nadaje sie do zastosowania naiwnej metody Bayesa' do
odpowiedzi na nastepujace pytanie: Jezeli wylosujemy owoc, ktéry jest diugi,
ale nie jest stodki, to jakie sa szanse, ze jest to banan?

Obliczenia mozna przeprowadzi¢ bezposrednio na prawdopodobienstwach [7],
ale zaproponuj jak powinien wyglada¢ eksperyment (losowanie) uczenia maszy-
nowego.

Mathematica ma funkcje losowego wyboru RandomChoice. Mozna jej uzy¢
do wylosowania owocu, a pézniej do przyporzadkowania mu cech (zgodnie z
zadanymi prawdopodoobieristwami). W ten spos6b mozna wygenerowaé serie
uczacg, ktéra poshuzy do wygenerowania funkcji klasyfikujacej.

Warto sprawdzi¢ jak funkcja klasyfikuje: gennerowaé elementy serii sprawdzaja-
cej (rodzaj owocu oraz jego cechy) i poddawaé je klasyfikacji. Niestety, efekty

L Opisy sa tu, tu czy tu.
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klasyfikacji sa zgodne jedynie w sensie probabilistycznym?, a warto pamietaé
(wiedzie¢?), ze tego typu klasyfikatoréw uzywano do wskazywania celow dla
dronéw dzialjacych na bliskim wschodzie. . .

Tak na marginesie: metody rozpoznawania spamu bardzo czesto oparte sa na
naiwnej metdozie klasyfikacji Bayesa.

12.3. Sprawozdanie

Laboratorium to moze by¢ relizowane na dwu zajeciach, ale powinno by¢
zakonczone obfitym sprawozdaniem i ciekawymi wynikami.

2 Co to znaczy?



Czes¢ 1V

Dodatki



A. Wielomian dwudziestego stopnia

W rozdziale 2.2 rozpatrywany jest wielomian o postaci:

20 20
w(z) =[]z —i) = az’
i=1 i=0
Aby wyznaczy¢ jego wspolezynniki uzytem programu Mathematica, ktory znako-
micie nadaje sie do przeprowadzania obliczenn symbolicznych (to znaczy potrafi
przeprowadzi¢ wszystkie obliczenia w sposéb tradycyjny” — wykonujac odpowied-
nie przeksztalcenia.
Wielomian zapisatem w postaci bardzo klasyczne;j:
Product|z — 1, {3, 1,20}]]
Nastepnie poprositem aby ten zwiezty zapis przeliczyt do postaci tradycyjne;j:
Expand[Product[z — i, {i, 1, 20}]]
W wyniku otrzymatem wspotezynniki wielomianu:
2432902008176640000—8752948036761600000x+1380375975364070400022 —128709312451509888002>-
8037811822645051776x* —
35999795179476072002°+12066478037803733602° —3113336431613906402" +630308120992948962:° —
101422998655114502+130753501054039521° —13558518289953021 1 +11310276995381 212 —
7561111845002 +
401717716302 — 1672280820215 +53327946216 — 125685027 +20615218 — 21021 +22°
Nastepnie dokonatem modyfikacji wspotczynnika stojacego prze dziewictnastej
potedze i kazatem rozwigza¢ tak zmodyfikowane zadanie:
result =
NI
Solve[2432902008176640000 — 8752948036761600000z+
1380375975364070400022 — 12870931245150988800x+
80378118226450517762* — 35999795179476072002°+
12066478037803733602% — 3113336431613906402" + 63030812099294896:2:% —
101422998655114502° + 130753501054039521° — 1355851828995302 1 +
113102769953812'2 — 7561111845002 + 4017177163024 —167228082025+-533279462 16 —
125685027 + 2061528 — (210 + 272) 219 + 220 == 0, 2]
(Zmodyfikowany wspo6tczynnik oznaczony jest innym kolorem.)
Otrzymatem wynik typowy dla programu Mathematica:
{{z = 1.}, {z — 2.},{z — 3.},{z — 4.},{z — 5.}, {z — 6.00001},{z —
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6.9997}, {x — 8.00727}, {x — 8.91725}, {x — 20.8469}, {x — 10.0953 —0.6435013}, {x —
10.0953 + 0.6435014}, {x — 11.7936 — 1.65233:}, {x — 11.7936 + 1.65233i}, {x —
13.9924 — 2.51883i}, {x — 13.9924 + 2.51883i}, {x — 16.7307 — 2.81262i}, {x —
16.7307 + 2.81262i}, {x — 19.5024 — 1.94033i}, {x — 19.5024 + 1.94033:}}

Jak wida¢, czesé¢ rozwigzan jest rzeczywista: 1,2, 3,4, 5,6, ~ 7, ~ 8, ~ 9, ~ 21.
Pozostate sg zespolone. Pytanie na ile ich moduty réznig si¢ od kolejnych liczb
naturalnych!?

Aby z wyniku (zapisanego w zmiennej result wydoby¢ poszczegélne wartosci
nalezy uzy¢ specjalnego operatora /. (Zamien wszystko?), a nastepnie wyliczamy
warto$¢ bezwzgledna
Abs[z/.result]

Wynik:
{1., 2., 3., 4., 5., 6.00001, 6.9997, 8.00727, 8.91725, 20.8469, 10.1158, 10.1158,
11.9088, 11.9088, 14.2173, 14.2173, 16.9655, 16.9655, 19.5987, 19.5987}

Wida¢ wyraznie, ze tak nieistotna — na pierwszy rzut oka — zmiana parametru,

tak odmienita wynik

I Zwracam uwage, ze wielomian stopnia dwudziestego moze mieé¢ co najwyzej dwadzieécia
miejsc zerowych. W przypadku, gdy niektére z nich sa liczbami zespolonymi, to réwniez liczba
sprzezona bedzie pierwiastkiem. Wiec na pewno pozostate pierwiastki nie wpasuja sie w kolejne
liczby naturalne.

2 http://reference.wolfram.com/language/ref/ReplaceAll.html
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B. Metoda Hornera wyliczania wartosci
wielomianéw

B.1. Wielomian

Jak wiadomo, wielomian (stopnia V), to wyrazenie postaci:

w(x) = Z:aix[ (B.1)

B.2. Wyliczanie wartos$ci wielomianu

W naturalny sposéb, kod (C) wyliczajacy jego wartosé¢ wygladaé¢ moze tak:
double

wielomian (int N, double xa, double x)

{
double w = 0.;

int i;
for (i = 0; 1 <N; i++4)
w += pow (x, i) x a[i];

}
Sprytny student zauwazy, ze kod ten mozna ,zoptymalizowa¢” w sposob nastepuja-
cy:
double
wielomian (int N, double xa, double x)

{
double w = a[0];

int i;
for (i = 1; i < N; i++)
w+= pow (x, i) x a[i];
¥
oszczedzajac jeden obieg petli (i jedno wywotanie funkcji pow). Czy mozliwe sa
dalsze optymalizacje? OczywiScie, mozna zrezygnowaé z funkcji pow:
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double
wielomian (int N, double xa, double x)
{
double w = 0.;
int i;
double pow = 1;
for (i = 0; 1 <N; i++4)
{
w += pow * a[i];
pOwW *= X;
}
}

(Prawde méwiac warto rezygnowaé z funkcji pow, gdyz jest to armata wystawiona
na wrébelka: podnosimy x do potegi catkowitej.)

Czy sa mozliwe dalsze optymalizacje? Czy moze to mie¢ wplyw na doktadnosé
obliczen? Czy jaka$ wlasnos¢ numeryczna algorytmu?

,Tradycyjna” metoda obliczen wymaga

N(N +1
1+2+---+(N—1)+N:(2)
mnozen i N dodawan.
B.3. Metoda Hornera
Zapisujac wielomian nieco inaczej:
w(z) =ag+ x(ay +xz(ag + - -+ z(ay—1 + zay)...)) (B.2)

redukujemy liczbe operacji do N dodawan i N mnozen.

Co wiecej algorytm Hornera jest numerycznie poprawny.

Algorytm Hornera moze by¢ réwniez przydatny podczas dzielenia wielomianu
w(y) przez dwumian y — z dajac w wyniku wspoétezynniki wyniku (wielomianu
bedacego ilorazem M)

Yy—x



C. FAQ czyli Czasami Zadawane Pytania

C.1. Mathematica

1. W jaki sposob z tablicy wydoby¢ caty wiersz albo catg kolumne?
Niech mat bedzie tablica dwuwymiarowa, utworzona, na przyktad poleceniem:
mat = Table[Subscript[m, i, jl, {i, 5}, {j, 5}];
mat // MatrixForm
my1 Mi2 M13 Mi4 Map
Moy Moz M3 Mayg Mas
m3z1 M3z2 M33 MM34 M35
M1 My2 Mya3 Mga Myp
ms1 Mps2 Ms3 M54 My
Aby dobra¢ sie do wybranego elementu uzywamy funkcji Part:
Part[mat, 1, 2]
albo ,skréotu” [[...]]
mat [[1,2]]
Aby wydoby¢ caty wiersz wystarczy uzy¢ polecenia:
mat [[4]]
{m4’1, My 2,143,044, m4,5}
natomiast aby wydoby¢ kolumne:
mat [[A11,4]]
{m174, M2 4,1M3 4,14 4, m574}
Dodatkowo funkcja Span (ktorej skréotem jest ;; pozwala wybraé dowolna
,podtablice” z tablicy:
mat[[1 ;; 2, 3 ;; 5]1]
mi3 Mi4 Mis
Moz Moa Mas
2. Jak utworzy¢ macierz o wymiarach n x m, ktorej zawartoscia sg same zera?

A = Table[0, {i, n}, {i, m}]

0000
0000
0000
3. W jaki sposéw wstrzymaé wypisywanie zawartosci wynikéw obliczen (na przy-
ktad tablic) na ekranie?
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Na konicu polecenia nalezy umiesci¢ sednik.

4. W jaki sposéb dodaé (usunaé) element listy?
Stuza do tego polecenia Append (dodaj na koncu), Prepend (dodaj na poczat-
ku), Insert (wstaw), Riffle (wstaw miedzy elementami listy), ReplacePart
(zamien) Delete (usuri). Dobry tutorial jest tu w helpie Mathematici oraz na
stronach WWW.
Dodanie elementu a na koncu listy I: Append|[l,a]:

1={1,2,3}
{1, 2,3}
a =4

I = Append[l, a;

{1,2,3,4}
W szczegdlnoscei dziata cos takiego:

L={}

{}

For[i = 0,i < 10,i++, L = Append[L, i]]
L

{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}

C.2. Matlab
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opengl (’save’,’software’)
Przepraszamy za usterki.

2. Jak utworzy¢ macierz o wymiarach n x m, ktérej zawartoscia sg same zera?
Stuzy do tego funkcja zeros:
A = zeros(n, m)

3. W jaki sposéb wstrzymacé wypisywanie zawartosci wynikéw obliczen (na przyktad
tablic) na ekranie?
Na konicu polecenia nalezy umiesci¢ srednik.

4. W jaki sposob dodac element do tablicy?
Matlab jest dosy¢ odporny na dziatania na tablicach. W szczegdlnosci mozna
napisac tak:

>> z=[1,2,3]
z =
1 2 3
>> z(4,4)=7
z =
1 2 3 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 7
najpierw nadaliSmy wartosci tablicy o jednym wierszu i trzech kolumnach,
a nastepnie dodaliSmy element w czwartym wierszu i kolumnie — tablica

zostata automatycznie rozbudowana.
Mozna tez tak:
>> for n=1:3

d(n)=n
end
d =
1
d =
1 2
d =
1 2 3

LW tym celu otwieramy terminal (naciskajac réwnoczesnie klawisze Ctrl-Alt-T i wpisujemy
matlab —softwareopengl. Ale niekoniecznie to dziata.
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albo tak:

e=[]

>> for n=1:3
e(end+1)=n

end
e =
1
e =
1 2
e =
1 2 3

. Jak wezytaé¢ dane i pozby¢ sie linii zawierajacych NaN?

a)

b)

Sciagamy dane, na przyktad plik temperatura_29012017_0001.csv.xz:
wget https://temisto.immt.pwr.wroc.pl/~myszka/Dane_Numeryczne/
temperatura_29012017_0001.csv.xz

Rozpakowujemy xz -d temperatura_29012017_0001.csv.xz i dostajemy
plik temperatura_29012017_0001.csv.

W pliku tym pierwszy wiersz to ——— AVERAGE 300, kolejnych 288 wartosci
to pomiary (temperatury) z krokiem 300 sekund. Nastepnie (w lini 290) jest
wiersz ——— AVERAGE 1800, w linii 627 --- AVERAGE 86400, a w linii 993 —
—--— AVERAGE 2678400.

Od linii 1114 sytuacja zaczyna si¢ powtarzac, ale teraz beda wartosci mi-
nimalne (agregacja danych polega nie na usrednianiu, ale na wyliczaniu
minimum z pomiaréw). Czyli -——- MIN 300, 1800, 86400, 2678400.

Od linii 2227 sg wartosci maksymalne.

Przetwarzanie najlepiej robi¢ na pomiarach z doby (usrednianie co 5 minut)
lub tygodnia (usrednianie co 30 minut).

Plik mozna automatycznie ,,pocia¢” na mniejsze kawaltki uzywajac dostep-
nego programu napisanego w awk. Pobieramy program:

wget http://kmim.wm.pwr.edu.pl/myszka/wp-content/uploads/site
s/2/2015/10/cut . awk.

Uruchamiamy gawk -f cut.awk temperatura_29012017_0001.csv. W wy-
niku jego dziatania dostajemy pliki o nazwach:

AVERAGE300.dat

AVERAGE1800.dat

AVERAGE86400.dat

AVERAGE2678400.dat

MIN300.dat

MIN1800.dat

MIN86400.dat
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MIN2678400.dat
MAX300.dat MAX1800.dat
MAX86400.dat
MAX2678400.dat
Dane zawiera¢ moga wartosci NaN. W tym przypadku oznacza to, ze w da-
nej chwili nie udato si¢ dokona¢ pomiaréw. Ogdlne znaczenie tego symbolu
opisuje, na przyktad, Wikipedia: https://pl.wikipedia.org/wiki/Nall
Po zaimportowaniu danych trzeba sie tych wierszy pozby¢. W opisywanym
przypadku (plik temperatura_29012017_0001.csv) wartosci NaN wyste-
puja w pliku AVERAGES6400 grep NaN AVERAGE86400 | wc -1 Jest ich
15 sztuk.
Uruchamiamy Matlab i wezytujemy dane. Poprositem Matlaba o wygenero-
wanie skrypu dokonujacego importu:
%% Import data from text file.
% Script for importing data from the following text file:
YA
pA /home/myszka/przyklad/AVERAGE86400.dat
YA
filename = ’/home/myszka/przyklad/AVERAGE86400.dat’;
delimiter = ’ ’;
fileID = fopen(filename,’r’);
formatSpec = ’%£%f%["\n\r]’;
dataArray = textscan(fileID, formatSpec, ’Delimiter’, delimiter,
’MultipleDelimsAsOne’, true, ’EmptyValue’ ,NaN,
’ReturnOnError’, false);

fclose(filelD);
czas = dataArray{:, 1};
temperatura = dataArray{:, 2};
clearvars filename delimiter formatSpec fileID dataArray ans;
Dalsze przetwarzanie jest dosy¢ proste. Trzeba znalezé wszystkie te miej-
sca, w ktérych pojawiaja sie NaNy (Dokumentacja Matlaba) (albo raczej
te, w ktérych NaNéw nie ma): nans = ~isnan(temperatura); (nans to
tablica zawierajaca zera tam gdzie s NaNy i 1 w pozostatych miejscach).
Selekcjonujemy dane:

Temperatura = temperatura(nans)

Czas = czas(nans)

Przy okazji sprawdZzmy minimalng i maksymalng warto$¢ zmierzonej tempe-

ratury: max (Temperatura) poda, ze ta wartos$¢ to 3.8584e+04 a min (Temperatura)
to -100.8635 Jak wida¢ dane zawieraja btedy pomiarowe.
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find(Temperatura==min(Temperatura)) zwraca wartos¢ 347 (to numer
wiersza) a Temperatura (find (Temperatura==min(Temperatura))=[]; po-
zwala usunaé te warto$é. Ale lepiej robi¢ to etapami (bo trzeba réwniez
usunaé¢ odpowiadajacy jej znacznik czasowy)

i=find(Temperatura==min(Temperatura) ;

Temperatura(i)=[];

Czas(i)=[1;

. Podobnie z warto$cia maksymalna:
i=find(Temperatura==max(Temperatura)) ;
Temperatura(i)=[];

Czas(i)=[];

Niestety, dane dalej zawieraja bledy: max(T) wynosi 2.1329e+04 (ale min(T)
to juz sensowne -7.6313).

k) Na koniec mozna zrobi¢ wykres danych z miesiaca: plot (Czas, Temperatura) ;.
Niestety, wykres nie jest pigkny (zwtlaszcza jezeli chodzi o opis osi X —
rys. C.1). Problemem jest format zapisu czasu. Matlab uzywa formatu
POSIX.
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#10°

Rysunek C.1. Unix timestamp na osi X

Zaleznos¢ miedzy formatami jest nastepujaca:
posixtime = unix_time/86400 + datenum(1970,1,1); Teraz wykres plot(Czas / 86400
i po zdefiniowaniu formatu osi X datetick(’x’,’dd-mm-yy’) wyglada
znacznie lepiej (rys. C.2).
6. Jak zrobi¢ wykres, ktorego kolory zaleza od jakiejs wartosci?
Niech
= 0:0.01:10;
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.10 1 1 1 1
01-01-16 01-04-16 01-07-16 01-10-16 01-01-17 01-04-17

Rysunek C.2. POSIX timestamp na osi X

y = sin(x);

to dane do naszego wykresu.

Chcemy sprawi¢ akby wartosci wieksze od zadanej warto$¢ a byty w innym
kolorze niz mniejsze. (Kwestie wzrostu/spadku mozna rozwiazaé analogicznie).

alfa=0.2

Wynikiem operacji

y > alfa

jest wektor wspotrzednych, dla ktérych ten warunek jest spelniony; zatem
wieksze = (y > alfa)

\end{enumerate}

Teraz musimy zrobié dwie kopie kolumny y; zmodyfiujemy je tak, zby jedna zawier:
\begin{verbatim}

gora = y;

dol = y;

gora(wieksze) = Nal;

dol(~wieksze) NaN;

Sam wykres to juz zabawa:

plot(x, dol, ’r’, x, gora, ’g’)

\section{Jupyter/Python}

\begin{enumerate}
\item W jaki sposdéb zapisaé otrzymany w Jupyterze wykres (czy ogdlniej obrazek)

\begin{enumerate}
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\item

Najprosciej tak jak w przegladarce zapisuje sie obrazki: klikamy prawym klawisz:
\item

Inna metoda to uzycie funkcji \verb|savefig()| tam gdzie (w przyktadowych notat:
\end{enumerate}

\item

W jaki sposdéb zapisal tablice danych numpy do pliku CSV?

Jezeli nasza tablica z danymi nazywa si¢ $a$ to nastepujace polecanie zapiszg j:
\begin{verbatim}

import numpy

numpy .savetxt("foo.csv", a, delimiter = ",")

C.3. Ogodlne

1. Czy do programowania nalezy wykorzystywa¢ wylacznie Matlab i/lub Mathe-
matice?
Nie. Mozna uzy¢ dowolnego jezyka programowania dostepne w laboratorium (C,
C++, Python, Jupyter, Mathematica, Matlab, Scilab, Blockly,...). W miare
potrzeby (i dostepnosci) moga zostaé doinstalowane kolejne. Prosze zgtaszaé
potrzeby.



D. Jupyter

D.1. Wstep

Jupyter jest projektem Open Source, ktéry zdobywa obecnie sporg popularnosé.

Jego historia sigga roku 2011. Wystepuje w trzech smakach:

— Jupyter Notebook — klasyczne rozwigzanie bazujace na IPython Notebook,
pozwalajace tatwo edytowac kod zrodtowy.

— Jupyter Lab — najnowszy (2018) interfejs ma nieco wieksze mozliwosci.

— Jupyter Hub — serwer przystosowany do réwnoczesnej pracy wielu uzytkowni-
kow.

Na pierwszy rzut oka jest to cos podobnego do Mathematici: interfejs pozwalajacy

tworzy¢ notatnik oraz prowadzi¢ w nim obliczenia czy wizualizowa¢ wyniki. O ile

jadrem obliczeniowym Mathematici jest jej jadro o sporych mozliwosciach obliczen

symbolicznych i numerycznych, to jadrem obliczeniowym Jupytera moze by¢ jeden

z wielu jezykéw programowanial:

— gltéwnie Python wraz z bibliotekami NumPy i SciPy,

— R,

— Julia,

ale réwniez inne:

— JavaScript,

— Java,

— Scala,

— Go,

— C#,

— Ruby,

— Kotlin,

— Haskell.

Ale to nie koniec. Jader obliczeniowych jest w sumie okoto stu, a wsrdéd nich zaréwno

Matlab jak i Mathematica.

I Nazwa Jupyter pochodzi od Ju(lia) + Py(thon) + (e)R.
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D.2. Instalacja

Sposéb instalacji nie jest przedmiotem niniejszego krétkiego tutoriala. Znalezé
mozna go na stronach z dokumentacja jupytera® lub tu. Ale nie tylko tam. Program
jest tak popularny, ze praktycznie wszedzie tam gdzie sugeruja korzystanie z niego
podaja tez sposob instalacji.

Oprogramowanie bez problemu powinno pracowa¢ w kazdym popularnym sro-
dowisku®

Wydaje mi sie, ze instalacja anacondy moze by¢ najlepszym rozwiazaniem niz
instalacja pojedynczych pakietéw za pomoca programu pip. W jednym (sporawym)
pakiecie dostaje si¢ to co moze by¢ przydatne w trakcie zajec.

W szczegénosci w Windows (nie ma tam $rodowiska Python) dostajemy ten jezyk
programowania z wielu dodatkowymi pakietami. SW systemie Linux (tam python
zazwyczaj juz jest) Anaconda duplikuje wiele pakietow, ale utatwia instalowanie
nowych. W szczegdlnosci do réznego rodzaju testéw. Wraz z usunieciem Anacondy
otrzymujemy nienaruszone orginalne srodowisko.

Deinstalacja anacondy usuwa wszystko i mozna o niej zapomniec.

D.3. Uruchomienie w laboratorium 604 B1

W przypadku checi skorzystania z jupytera (i innych narzedzi zwiazanych z
Anaconda) nalezy jednorazowo wykona¢ nastepujace czynnosci:
1. Otworzy¢ terminet (najprosciej, na klawiaturze nacisnaé¢ réwnoczesnie trzy
klawisze: Ctrl-Alt-T).
2. W terminalu napisac:
source /opt/anaconda3/bin/activate
3. A nastepnie:
conda init
i zamkna¢ terminal (na przykltad naciskajac klawisze Ctrl-D).
Od tej chwili bedzie mozna juz korzysta¢ z anacondy i/lub jupytera. Kolejne
otworzenie terminala pokaze zmodyfikowany napis zachety (prompt), ktéry bedzie
wygladat jakos tak:

(base) 123456@piwko012:~$

Dobrym sosobem na rozpoczecie moze by¢ uruchomienie nawigatora, czyli
napisanie w terminalu:

anaconda-navigator

2 nttps://jupyter.org/install
3 Linux, Window, I0S.
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(W chwili obecnej nie mozna instalowaé¢ dodatkowych pakietéw, ani tworzy¢ $rodo-
wisk!)

D.4. Uruchomienie

Notatnik jupyter pracuje w ukladzie serwer (jadro) — klient (klientem jest
przegladarka www). Uruchamiamy go wpisujac w terminalu®:

jupyter notebook

Po uruchomieniu jadra, uruchamiana jest przegladarka (rys. D.1) i automatycz-
nie kierowana pod adres http://localhost:8888. W przypadku gdy zamknie-
my przegladarke, wystarczy w tym oknie, w ktorym uruchomione jest polecenie
jupyter notebook nacisnaé¢ réwnoczesnie klawisze Ctrl-C. Proba przerwania jupy-
tera zaowocuje zadaniem pytania czy na pewno przerwac, ale dodatkowo wyswietli
rowniez informacje pod jakim portem szukaé jupuytera:

The Jupyter Notebook is running at:
http://localhost:8888/7token=5ac2de4791858399254a74de588cd4016a381618cel2ce27
Shutdown this notebook server (y/[n])?

(Niestety) ten token jest niezbedny!

C 0 | ® localhost w e DP S & 1 @
i Aplikage [) TeXthis B8 Horde:Zaloguj G PicasaWeb Al [ sendtoKindle » B Inne zaktadki

Z Jupyter

Rysunek D.1. Okno przegladarki po uruchomieniu notatnika Jupyter

D.5. Praca z notatnikiem

Nowy notatnik tworzony jest wybierajac opcje ,New” (rys. D.2). W chwili
obecnej (w laboratorium) mamy dwie mozliwosci (dwa jezyki) do wyboru: Python
2 i Python 3. Na pierwszy rzut oka réznice miedzy tymi dialektami nie sa wielkie,

4 Aby otworzy¢ terminal najprosciej nacisnaé réwnoczeénie trzy klawisze Ctrl-Alt-T albo
znalez¢ terminal na liscie aplikacji.
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http://localhost:8888

ale nie kazdy, nawet najprostszy kod napisany w Pythonie 2 uruchomi sie gdy
uzywamy interpretera Python 3°.

Upload [+

' +
Python 2
Python 3 o
Other jo
Text File o
Folder
Terminal o

seconds ago

a month agr

Rysunek D.2. Tworzenie nowego notatnika

Korzystanie z notatnika jupyter jest bardzo podobne jak w Mathematici. Wpi-
sujemy polecenia w jezyku, ktory rozumie jadro, a nastepnie naciskamy klawisze
Shift+Enter. Jadro wykonuje natychmiast polecenie.

W kazdej komoérce mozna oprdcz polecenia umiesci¢ albo kod albo tekst. Tekst
moze byé¢ formatowany zgodnie z pewnym podzbiorem standardu markdown®.

Kod musi spetnia¢ wszystkie wymagania uzywanego jezyka programowania.
Po przetaczeniu komérki w tryb Markdown mozna wprowadzaé tekst. Bedzie on
wprowadzany zgodnie z nast¢pujacymi zasadami:

— Aby zaczaé nowy ustep (paragraf) tekstu nalezy zostawié¢ co najmniej jedna
lini¢ pusta.
— Listy tworzymy w spos6b naturalny.

— Lista numerowana zaczyna si¢ od liczby. Lista nienumerowana zaczyna si¢

od punktora (moze by¢ nim znak + albo —.

— Pod-lista powinna by¢ ,wcigta” w stosunku do pozycji macierzyste;j.

— Mozna korzystaé z tabelek, ale ich tworzenie moze by¢ (na pierwszy rzut oka)
niezbyt proste. Ale mozna sie positkowaé generatorem tabelek.

® Najwazniejsze réznice posumowane sa na stronie: http://sebastianraschka.com/Artic
les/2014_python_2_3_key_diff.html. Standardowo dostepny jest program 2to3, ktéry pokazuje
réznice ale moze tez automatycznie dokonaé odpowiednich korekt (gdy uzyé go z parametrem
-w): 2to3 -w a.py.

6 Pod tym odsylaczem mozna znalezé podstawowe informacje na temat jezyka Markdown.
Swoja droga Markdown to bardzo wygodny sposéb do przygotowywania nawet dosy¢ rozbudowa-
nych tekstéw. Mimo, ze wprowadzanie tekstu jest catkowicie tekstowe, mozna sobie pozwoli¢ na
wiele.
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— Wzory matematyczne — wprowadzane zgodnie ze standardami X¥TEXa. Nie
jest on potrzebny (nie musi by¢ zainstalowany) — do wys$wietlania uzywana
jest znakomita biblioteka MathJax. Zeby wzory umieszczaé — potrzebna jest
dosy¢ elementarna znajomos$¢ IX¥TEXa. Mozna skorzystaé z jednego z wielu
dostepnych w sieci serwiséw on-line pozwalajacych wzor ,,wyklika¢”. Moze to
by¢, na przyktad, Sciweavers.

— Obrazki wstawia si¢ zgodnie z zasadami Markdown:

! [tekst altenatywny] (jup_ekran.png "Tytut obrazka")

Tak zwany rich content moze by¢ bardzo tatwo wlaczany do notatnikow Jupyter.
Opisuje to dokumentacja.
Najwazniejsze skroty klawiaturowe zawiera scigga.

D.6. Dokumentacja

Poniewaz Jupyter jest dzi§ produktem bardzo modnym, wszedzie mozna znalezé
(czasami r6znej jakosci) przyklady ttumaczace zasady pracy z tym programem.
W zwiazku z tym tu, dokumentacja nie zostanie umieszczona.

W pewnym sensie najlepszym zrodtem informacji jest serwis bazowy.

D.7. Przyktady

1. Najlepszym zrodtem przyktadow bedzie strona umieszczona w serwisie GitHub
jupytera.

2. Warto siegnaé¢ do ksigzki Python Data Science Handbook ktorej zrodta dostepne
sg jako szereg natatnikéw jupyter umieszczonych (oczywiscie) w serwisie GitHub.

3. Wspomnie¢ tez musze o serwisie Binder pozwalajacym na udostepnianie notat-
nikow Jupytera on-line. Jest tam tez podstawowy zestaw dokumentacji.

4. Na potrzeby zaje¢ przygotowatem kilka przyktadowych notebookéw. Na razie nie
bardzo wiem jak je udostepni¢ najsensowniej. Zapewne skonczy si¢ utworzeniem
wlasnego kata w GitHubie. Na razie dostepne sa (wraz z niezbednymi plikami)
jako jeden plik ZIPT.

Pokazuja one rozwigzanie (lub moze raczej daja jaki$ rodzaj wedki) kilku
problemoéw zwigzanych z tematyka zajec.
a) Aproksymacja:
— Aproksymacja wielomianowa — bardzo podstawowe informacje na temat
aproksymacji.

7 Sciggniety plik nalezy gdzies rozpakowaé, a nastepnie w tej kartotece uruchomié¢ notatnik
jupytera.
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— Przyktad realizacji aproksymacji liniowej: Aproksymacja liniowa.

Interpolacja:

— Bardzo podstawowe dane na temat interpolacji: Interpolacja.

— (os jeszeze o interpolacji nieudolna proba pokazania w jaki sposoéb mozna
walczy¢ z niewlasciwym zachowaniem funkcji interpolacyjnych, ktére
,wariuja” na koncach przedziatu.

Rézne:

— Czytanie danych zawierajacych ciggi znakéw NaN. Zawiera réwniez
informacje na temat odrzucania réznych rodzajow btednych danych.

— Informacje na temat wezytania do notatnik danych z ,,drugiego zestawu”8.
Sa tam réwniez informacje na temat proponowanego sposobu ,redukeji”
danych (resampling).

FFT:

— Szybka transformata Fouriera. Zawiera podstawowe informacje na temat
szybkiej transformaty Fouriera.

— Rozdzielezose transformaty Fouriera. Zadanie do rozwiazania zwigzane
z Laboratorium 2a.

— Zagadka. Drobiazg do przemyslen na temat tego co, tak na prawde,
pokazuje FF'T.

— Piki Przyktad starajacy sie pokazaé jak losowo$é¢ sygnaty potrafi ,wy-
chodzi¢” spod zaburzen.

Obliczenia duzej precyzji:

— Obliczenia duzej precyzji w Pythonie. Przyktad do laboratorium nr 4.

Optymalizacja

— Przyktad optymalizacji funkcji jednej i dwu zmiennych w Pythonie.

8 Sugeruje zapoznanie sie z odpowiednia instrukcja laboratoryjna. Same dane sa tutaj.


https://nbviewer.jupyter.org/urls/temisto.immt.pwr.wroc.pl/~myszka/Jupyter/Aproksymacja_liniowa.ipynb
https://nbviewer.jupyter.org/urls/temisto.immt.pwr.wroc.pl/~myszka/Jupyter/Interpolacja.ipynb
https://nbviewer.jupyter.org/urls/temisto.immt.pwr.wroc.pl/~myszka/Jupyter/cos_z_interpolacji.ipynb
https://nbviewer.jupyter.org/urls/temisto.immt.pwr.wroc.pl/~myszka/Jupyter/NaNy.ipynb
https://nbviewer.jupyter.org/urls/temisto.immt.pwr.wroc.pl/~myszka/Jupyter/InneDane.ipynb
https://nbviewer.jupyter.org/urls/temisto.immt.pwr.wroc.pl/~myszka/Jupyter/FFT.ipynb
https://nbviewer.jupyter.org/urls/temisto.immt.pwr.wroc.pl/~myszka/Jupyter/Rozdzielczosc.ipynb
https://nbviewer.jupyter.org/urls/temisto.immt.pwr.wroc.pl/~myszka/Jupyter/Zagadka.ipynb
https://nbviewer.jupyter.org/urls/temisto.immt.pwr.wroc.pl/~myszka/Jupyter/piki.ipynb
https://nbviewer.jupyter.org/urls/temisto.immt.pwr.wroc.pl/~myszka/Jupyter/caos.ipynb
https://kmim.wm.pwr.edu.pl/myszka/dydaktyka/metody-numeryczne/instrukcje-laboratoryjne/laboratorium-4/
https://nbviewer.jupyter.org/urls/temisto.immt.pwr.wroc.pl/~myszka/Jupyter/optymalizacja.ipynb
https://kmim.wm.pwr.edu.pl/myszka/dydaktyka/metody-numeryczne/instrukcje-laboratoryjne/laboratorium-1/
https://temisto.immt.pwr.wroc.pl/~myszka/Dane_Numeryczne/netatmo/?C=N;O=A

E. Ciekawe lektury

Bardzo interesujacy tekst dotyczacy réznych technik (sprzetowych i programi-
stycznych) zawiazanych z przetwarzaniem obrazéw przez oprogramowanie telefonéw
komérkowych [23].

Zwracam uwage, ze ogromna popularnosé¢ aplikacji fotograficznych dostepnych
na telefonach komoérkowych (plus ogromna popularno$é¢ Sztucznej Inteigencji')
spowodowaly pwastanie bardzo wielu algorytmoéow wykonujacych praktycznie na
biezaco bardzo zaawansowane rzetwarzanie danych.

1 Bede najczesciej uzywal skrétu Al (Artificial Intelligence), ale réwniez skrot SI (Sztuczna
Inteligencja) ma swoje miejsce w literaturze przedmiotu.
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