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Raz jeszcze min/max z liczb. ..

Danych jest n elementéw X[1], X[2],..., X[n]; szukamy takich m i j, ze
m = X[j] = maxi<j<p X[i] 1 j jest najwiekszym indeksem spetniajacym ten
warunek.

Algorytm wygladac bedzie tak:

1. Inicjowanie Niech j < n, k < n—1, m + X|[n]
Czy wszystkie? Jesli k = 0 to koniec
Porownanie Jesli X[k] < m to przejdz do 5
Zmiana m j < k, m < X[k]

oA W

Zmniejsz k k < k —1; przejdz do 2
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> Zajetos¢ pamieci. W tym przypadku nic ciekawego — zapotrzebowanie
na pamiec¢ jest proporcjonalne do liczby danych.

» Doktadnos¢. Praktycznie nie sa wykonywane zadne operacje
matematyczne zatem nie dotyczy.

» (Czas obliczen. To moze by¢ ciekawe.
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Krok 1 wykonany bedzie 1 raz.

Krok drugi n razy.

Krok 3 n—1 razy.

Krok 4 A razy (jego wykonanie zalezy od tego jakie sa dane).
» Krok 5 n—1 razy.

Zatem zajmiemy sie liczbg wykonan kroku 4.
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sl Srecdnia liczba wykonan

» (Gdy dane wejsciowe uporzadkowane sa w kolejnosci malejacej A=n—1
» Gdy dane wejsciowe uporzadkowane sa w kolejnosci rosnacej A =0

> A jaka bedzie srednia?
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Jezeli teraz zatozymy, ze kazdy z uktadow liczb X[1], X[2], X[3] jest jednakowo
prawdopodobne, to srednia wartos¢ A wyniesie (dla n = 3)
(0+14+0+14+1+2)/6=5/6.
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Bez starty ogdlnosci, mozemy przyja¢, ze liczby X[1], X[2],. .., X[n] to liczby
1,2,...,n w pewnej kolejnosci. Dodatkowo zatozymy, ze kazda z n!
permutacji jest jednakowo prawdopodobna.

Tu wycinamy bardzo wiele rachunkdw. ..

Z analizy rachunkéw wynika, ze w przypadku gdy n = 12 srednia dla
zmiennej losowej A wynosi okoto 2,1, a wariancja okoto 1,54.
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» Algorytm jest bardzo prosty.
» Jedyne ,operacje” wykonywane to pordwnanie (krok 2) i zamiana (krok 4).

> W zaleznosci od liczby danych (n) liczba poréwnan jest ,stata” — n—1, a
liczba zamian jest jakims$ utamkiem n.

W takim przypadku piszemy ze liczba zamian jest proporcjonalna do n, co
zapisujemy czasami jako ~ n.

W teorit algorytméw czesciej méwi sie ze ,ztozonos¢ czasowa” algorytmu jest O(n)
(co mozna czytac ,duze-O od n”).

Nie jest wazny wspdtczynnik proporcjonalnosci, wazne jest jedynie to, ze w raz ze
wzrostem n ros$nie tak samo szybko czas obliczen.
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Mamy dwa (hipotetyczne) problemy:

1. Pierwszy wykonuje sie w czasie proporcjonalnym do n

2. Drugi w czasie proporcjonalnym do 5"

Drugie zadanie wykonuje sie dwa razy szybciej!
Oba zadania wykonuja sie w czasie O(n)! Jest to zatem dosy¢ ,grube”
spojrzenie na czas obliczen.
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Mamy ,ksiazke telefoniczng” — czyli liste

<nazwisko, numer_telefonu>.

Zadanie polega na znalezieniu numeru telefonicznego osoby o zadanym
nazwisku.

Najprostszy algorytm jest taki

1.7+ 1

2. Czy poszukiwane_nazwisko = nazwisko( )
3. Jezeli tak — Koniec

4. W przeciwnym razie i < i +1

5. Jezeli i > n Koniec: nie znaleziono!

6. W przeciwnym razie przejdz do kroku 2

Im dtuzsza lista nazwisk tym dtuzej pracuje algorytm.
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> W najlepszym razie petla wykonana bedzie tylko jeden raz.
» W najgorszym razie — n razy.

» Srednio? To zalezy jaki jest rozktad prawdopodobienstwa zapytan...



Y Liniowe wyszukiwanie — lepszy algorytm
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» Jezeli uwzgledni¢ fakt, ze dane w ksigzce telefonicznej sa posortowane —
algorytm mozna istotnie ulepszyc.

> Pierwsze poréwnanie nalezy wykonac nie z pierwszym (czy ostatnim)
nazwiskiem, tylko ze sSrodkowym (znajdujacym sie doktadnie na srodku listy).
Jezeli szukane nazwisko jest wieksze — nie nalezy zajmowac sie pierwsza
potowa listy...

» Takie podejscie w jednym kroku redukuje rozmiar zadania o potowe! Kazdy
kolejny krok jest podobny — zatem wielko$¢ zadania zmniejsza sie za kazdym
razem.

» W przypadku ksiazki telefonicznej o N nazwiskach potrzeba (w najgorszym
razie) log,(N) krokdw.

» Ztozonos¢ algorytmu wynosi O(log(N))
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wei caly
Tiste wejSciows L

poréwnaj ¥
¢

NIEMA Y JEST ¥

rozwazanej
fisty

wei picrwsza albo drugy
polowe rozwazancj
listy, zaleznic od wyniku
porbwnania

(za[1])



@ Jak bardzo O(log(N)) jest lepsze od O(N)?
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N logy(N)

10 4

100 7
1000 10
milion 20
miliard 30

miliard miltardow 60




Petle zagniezdzone

1. wykonaj co nastepuje N — 1 razy

1.1 wykonaj co nastepuje N — 1 razy

Petla wewnetrzna wykonywana jest N — 1 razy dla kazdego z N — 1
wykonan petli zewnetrznej.

Koszt czasowy dwu petli jest zatem (N — 1)(N — 1) czyli N> — 2N + 1. Dla
duzych N sktadniki 1 — 2N sa nieistotne. Zatem koszt czasowy takiej petli

jest O(N?).




8 [Koszt czasowy rekurencji
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Rekurencyjny algorytm wyszukiwania minimum i maksimum w L (znajdz-min-i-max-w L):

1. jesli L sktada sie z jednego elementu to nadaj MIN i MAX wtasnie jego wartos¢; jesli L
sktada sie z dwu elementéw, to nadaj MIN wartos¢ mniejszego z nich, a MAX —
wiekszego;

2. w przeciwnym razie wykonaj co nastepuje:

2.1 podziel L na potowy L; i Ly;

2.2 wywotaj znajdz-min-i-max-w L;, umieszczajac otrzymane wartosci w
MIN; i MAX;

2.3 wywotaj znajdz-min-i-max-w Ly, umieszczajac otrzymane wartosci w
MIN> @ MAXy;

2.4 nadaj MIN mniejsza wartos¢ z MIN; i MINo;

2.5 nadaj MAX wieksza wartos¢ z MAX; i MAX5;

3. wréc¢ z wartosciami MIN i MAX




I Minimum @ maksimum — wersja klasyczna (naiwna)

1. MIN < L(1); MAX « L(1)

2. i+1

3. jezeli L(i) > MAX to MAX <« L(i)

4. jezelt L(i) < MIN to MIN < L(i)

5. jezelii < N to i<+ i+1, przejdz do 3
6. KONIEC

W tym algorytmie gtéwna operacja to poréwnania; algorytm potrzebuje 2V
poréwnan.



@ Analiza algorytmu rekurencyjnego |

1. jesli N =1 lub N = 2, wykonuje sie doktadnie jedno poréwnanie —
punkt 1 procedury.

2. jesli N > 2, to poréwnania, ktére sie wykonuje, stanowia doktadnie dwa

zbiory poréwnan dla list o dtugosci N/2 i dwa dodatkowe poréwnania
(wiersze 2.4 1 2.5)

Zatem (C(N) oznacza liczbe poréwnan dla listy N elementowej)
C1)=C(2)=1 (1)
C(N)=2C(N/2)+2 (2)
(czemu jest to +27)

Mozna rozwigzac¢ to réwnanie.

C(N)=3N/2—2 = g/v—2< 2N (3)



@ Wieze Hanoi
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Ztozonoé¢ czasowa podawanego algorytmu wynosi 2V — 1 (gdzie N to liczba
krazkow).
Zatem algorytm jest O(2V)



@ Wieze Hanoi

ol Alternatywny algorytm

(Zaktadamy, ze nasze trzy kotki sa ustawione w kotko i ze — na poczatku —
wszystkie N krazkéw spoczywa na jednym z nich.)

1. powtarzaj wykonywanie tego, co nastepuje, dopoty, dopdki, w chwili
poprzedzajacej podjecie kroku 1.1 wszystkie krazki nie bedg poprawnie
utozone na jakims$ innym kotku:

1.1 przenie$ najmniejszy krazek z kotka, na ktérym wtasnie spoczywa, na
kotek nastepny w kierunku zgodnym z ruchem wskazéwek zegara;

1.2 wykonaj jedyne mozliwe przeniesienie nie dotyczace najmniejszego
krazka.

A jaka jest ztozonos¢ tego algorytmu?



0 . Matpia uktadanka”
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Prosta gra, w ktérej do dyspozycji gracza jest kilka (97) kwadratowych kart,
na bokach ktérych wydrukowane sa gérna i dolne potowy kolorowych matp.
Zadanie polega na utozeniu kart w postaci kwadratu (3 x 3), aby na
zetknieciach sie krawedzi potowy matp pasowaty do siebie, a kolory byty

identyczne. ..

(za [1)




2l Matpia uktadanka cd
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i > Najbardziej elementarny komputerowy algorytm ,rozwiazywania” tej
uktadanki sprowadzi sie najprawdopodobniej, do przegladu wszystkich
mozliwych uktadéw kart.

> Wybieramy jedna z kart, uktadamy jg na pierwszym miejscu (odpowiednio
wszystkie miejsca ponumerowalismy); na drugim miejscu mamy N — 1 kart
do wyboru, na kolejnym N — 2, itd...

> Nastepnie sprawdzamy czy spetnione sg warunki.

> Zatem liczba mozliwych do rozpatrzenia kombinacji wynosi:

Nx(N—1)x(N—=2)x---x2x1=NI (4)

Zatem ztozonos¢ tego algorytmu jest rzedu O(N!)



)
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Rozsadny i nierozsadny czas dziatania

Funkcja / N | 10 50 100 300 1000
5N 50 250 500 1500 5000
N log,(N) 33 282 665 2469 9966
N? 100 2500 10000 90000 1 milion (7
cyfr)
N3 1000 125000 1 milion (7 | 27 milionéw (8 | 1 miliard (10
cyfr) cyfr) cyfr)
2 1024 liczba 16- | liczba 31- | liczba 91- | liczba 302-
cyfrowa cyfrowa cyfrowa cyfrowa
N! 3,6 miliona (7 | liczba 65- | liczba 161- | liczba 623- | niewyobrazal-
cyfr) cyfrw08.tocowa | cyfrowa cyfrowa nie duza
NN 10 miliardéw | liczba 85- | liczba 201- | liczba 744- | niewyobrazal-
(11 cyfr) cyfrowa cyfrowa cyfrowa nie duza




@ Wykresy réznych funkcji
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Politechnika

Tabelka...

Wroctawska
Fuabes ¥ 10 20 50 100 300
N7 1/10000 1/2500 1/400 1/100 9/100
seckundy sckundy sekundy sekundy sckundy
N 1/10 32 52 238 28,1
sekundy sekundy minuty godziny dnia
N 1/1000 1 35,7 400 bilionow 75-cyfrowa
sekundy sekunda lat stuleci liczba stuleci
NN 28 3,3 biliony 70-cyfrowa 185-cylrowa 728-cyfrowa
godziny lat liczba stuleci liczba stuleci liczba stuleci

Dla pordéwnania: ,,wielki wybuch” byl w przyblizeniu 15 miliardéw lat temu.

Zapotrzcbowanie na czas dla hipotetycznych rozwiazan malpiej uktadanki
{przy zalozeniu, ze jedna instrukcja trwa jedna milisekundeg)
(za[1])




Y Zadania ,tatwe” i ,trudne” |
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> Jak wida¢ z wykreséw i tabelek — zawsze mozna znalez¢ zadanie
ktérego nie da sie rozwiaza¢ w ,rozsadnym czasie”.

» Przyjeto dzieli¢ zadania na ,tatwe” jezeli funkcja opisujaca czas ich
wykonania jest ograniczona jakas funkcjg wielomianowa.

» Zadania ,trudne” to zadania o czasie wykonania ponadwielomianowym
lub wyktadniczym.

Podsumowanie
Problemy trudno rozwiazywalne wymagaja niepraktycznie duzo czasu nawet

dla wzglednie matych danych wejsciowych.
Problemy tatwo rozwigzywalne majg algorytmy, ktére sa praktyczne dla

zadan o rozsadnych wymiarach.




@ Watpliwosci
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1. Komputery stajg sie coraz szybsze (ostatnio, w ciggu roku szybkos¢
komputeréw wzrastato dziesieciokrotnie). By¢ moze za czas jaki$ pojawi
sie komputer wystarczajaco szybki by rozwigzywac ,trudne zadania”?
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@ Watpliwosci

Komputery staja sie coraz szybsze (ostatnio, w ciggu roku szybkos¢
komputeréw wzrastato dziesieciokrotnie). By¢ moze za czas jaki$ pojawi
sie komputer wystarczajaco szybki by rozwigzywac ,trudne zadania”?

Czy fakt, ze nie znalezlismy lepszego algorytmu nie wskazuje na nasza
nieckompetencje? Moze warto zwiekszyé wysitek aby polepszyé sytuacje?
By¢ moze uda sie znalez¢ jakis dowdd, ze problem nie ma rozsadnego
algorytmu?

Czy ,trudny problem” (matpiej uktadanki) nie jest przypadkiem jedynym
takim zadaniem? Jest ono ciekawe, ale jakie ma praktyczne
zastosowanie?



/Il Prawo Moore’a

Politechnika
Wroctawska

> Kto? Gordon Moore (zatozyciel firmy Intel)
> Kiedy? 1965

» Co? Sformutowat empiryczne prawo, wynikajace z obserwacji, ze
ekonomicznie optymalna liczba tranzystoréw w uktadzie scalonym
zwieksza sie w kolejnych latach zgodnie z trendem wyktadniczym
(podwaja sie w niemal rownych odcinkach czasu). W 1965 roku byto to
ok 18 miesiecy. Wartos¢ te kilkakrotnie korygowano i obecnie przyjmuje
sie, ze jest to ok. 24 miesiace.

Na zasadzie analogii, prawo Moore'a stosuje sie tez do wielu innych
parametrow sprzetu komputerowego, np. pojemnosci dyskow twardych
czy wielkosci pamieci operacyjnej.




710 Prawo Moore'a

T Moore’s Law: The number of transistors on microchips doubles every two years [SURVRE
Wroclawska Moore's law describes the empirical regularity that the number of transistors on integrated circuits doubles approximately every two years. in Data
This advancement is important for other aspects of technological progress in computing - such as processing speed or the price of computers.
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Prawo Moore'a
35 YEARS OF MICROPROCESSOR TREND DATA
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Prawo Moore’a
48 Years of Microprocessor Trend Data
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Original data up to the year 2010 collected and plotted by M. Horowitz, F. Labonte, O. Shacham, K. Olukotun, L. Hammond, and C. Batten
New plot and data collected for 2010-2019 by K. Rupp
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Wiodsvata Historical cost of computer memory and storage
Measured in US dollars per megabyte.
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Politechnika
Wiroctawska

Processor Performance
{~Moore's Law}
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J Szybszy komputer

Maksymalna liczba kart rozwigzywanych w ciagu godziny
O(?) | na dzisiejszym na komputerze na komputerze
komputerze 100 razy szybszym | 1000 razy szybszym
N A 100 x A 1000 x A
N2 B 10 x B 31,6 x B
o C C + 6,64 C +9,97




@ Wymyslony algorytm

MWl (0 matpiej uktadance)

> Niestety nie. Znaleziono bardzo wiele (okoto 1000) problemoéw, ktore
sprowadzaja sie do ,przegladu zupetnego” wszystkich mozliwych
wariantow (ustawien danych).

» Mozna zaproponowac algorytmy ,nierozsadne” nie udato sie pokazac ze
moze istnie¢ doktadny algorytm lepszy...

> Zrédtem ,trudnych” zadan sg takie dziedziny jak kombinatoryka,
badania operacyjne, ekonomia, teoria graféow i logika.



710 Jak sobie radzimy z trudnymi zadaniami?

> Zrownoleglenie (zadanie dzielone jest na mniejsze kawatki i wysytane
na wiele komputeréow).
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> Zrownoleglenie (zadanie dzielone jest na mniejsze kawatki i wysytane
na wiele komputeréow).

» Randomizacja. Zamiast przegladac wszystkie mozliwe rozwigzania w
sposéb losowy wybiera sie niektére z nich. Pozostaja te, ktore w
najlepszy sposdb spetniajg nasze oczekiwania.



Y0l Jak sobie radzimy z trudnymi zadaniami?

Politechnika
Wroctawska

> Zrownoleglenie (zadanie dzielone jest na mniejsze kawatki i wysytane
na wiele komputeréow).

» Randomizacja. Zamiast przegladac wszystkie mozliwe rozwigzania w
sposéb losowy wybiera sie niektére z nich. Pozostaja te, ktore w
najlepszy sposdb spetniajg nasze oczekiwania.

> Komputery kwantowe. ?7?



Y0l Jak sobie radzimy z trudnymi zadaniami?
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> Zrownoleglenie (zadanie dzielone jest na mniejsze kawatki i wysytane
na wiele komputeréow).

» Randomizacja. Zamiast przegladac wszystkie mozliwe rozwigzania w
sposéb losowy wybiera sie niektére z nich. Pozostaja te, ktore w
najlepszy sposdb spetniajg nasze oczekiwania.

> Komputery kwantowe. ?7?

» Obliczenia molekularne. ?7?77?



Yl Do czego moze nadad sie komputer kwantowy?

Politechnika
Wroctawska

Jezeli mamy zadanie spetniajace nastepujace warunki:
1. Jedyna znana metoda rozwiazania go to zgadniecie i sprawdzenie.
2. Do sprawdzenia mamy n mozliwych odpowiedzi.
3. Kazde sprawdzenie zajmuje tyle samo czasu.
4

Nie ma zadnych wskazéwek na temat kolejnosci sprawdzania (kazda,
nawet losowa, kolejnos¢ jest dobra).

Czas rozwiazania takich zadan przez komputer kwantowy bedzie
proporcjonalny do pierwiastka kwadratowego z n.




@ Zrédta

P

[ David Harel and Yishai Feldman.
Rzecz o istocie informatyki: algorytmika.
Klasyka informatyki. Wydawnictwa Naukowo-Techniczne, Warszawa,

2001, 2002, 2008.
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