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1. Wprowadzenie

Przypadek gdy funkcja wywotuje sama siebie nazywa sie rekurencja. W wielu
przypadkach pozwala ona dosy¢ tatwo tworzy¢ nowe algorytmy. Nie jest, natomiast,
zbyt dobra metoda ich programowania.

1.1. Silnia

Rekurencja uzywana jest réwniez dosy¢ czesto podczas definiowania nowych
poje¢ (w matematyce czy logice). Najlepszym (najbardziej znanym?) przyktadem
jest definicja funkcji (symbolu) silni:

0 jezelin =0
n! = e . (1)
nx (n—1)! w przeciwnym razie.

Patrzac na powyzszy wzor mozna zaczaé tworzy¢ funkcje wyliczajaca silnie w
jezyku C. Przy czym wzor ,czytamy” tak: Jezeli n = 0 zwrdé 0, w przeciwnym
razie zwroé n przemnozone przez n — 1 silnia.

int silnia(int n)
{
if (n=—20)
return 1;
else
return n x silnia(n — 1);

}

(Linia 6 kodu jest bardzo istotna: to tam realizowana jest czastkowe mnozenie liczb
i zwracanie wyniku.)


https://pl.wikipedia.org/wiki/Rekurencja
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Zwracam uwage, ze wywotanie funkeji silnia w linii 6 kodu oznacza — jak gdyby
— ,skok” do linii 3, gdzie sprawdzany jest warunek. Zatem kod jest réwnowazny
ponizszemu:

int silnial (int n)
{
int s = 1;
while ( n > 0 )
{

S = s * n;
n—=mn— 1;
return s;

1.2. Ciag Fibonacciego
Kolejny przyktad, ktory tatwo dosy¢ opisa¢ rekurencyjnie to ciag Fibonacciego:

0 gdy n =10
fib(n) =41 gdyn=1 (2)
fib(n — 1) + fib(n —2) dlan > 2.

Ponizszy kod| (prezentowany na wyktadzie) realizuje rekurencyjna wersje algo-
rytmu.

#include <stdio.h>
#include <time.h>
unsigned long int k;
long int fib(int n)
{
k44
if (n=—20)
return 0;
else if ((n— 1)
return 1;
else
return fib(n — 1) + fib(n — 2);

}

int main(int argc, char sxargv)

{


http://kmim.wm.pwr.edu.pl/myszka/wp-content/uploads/sites/2/2016/04/fib.c

long int n, m;
time t a, b;
for ( n = 0; n < 100; nt+ )
{
k = 0;
a = time (NULL);
m = fib(n);
b = time (NULL) — a;
printf ("%31d , _%151d , _%15lu_%lu\n", n, m, k, b);
}

return 0;

}

Program uzywa zmiennej (globalnej) k w celu zliczania ilosci wywotan funkcji fib
podczas wyliczania wartosci kazdej kolejnej wartosci ciggu. Dodatkowo w sposéb
przyblizony wyznaczany jest czas poswiecony na wyliczenie kazdego wyrazu ciagu.

Uruchamiajac ten program tatwo przekonaé sie, ze rekurencyjne obliczanie ko-
lejnych wartosci ciagu nie jest najlepszym pomystem.

1.3. Podsumowanie

Pisanie funkcji rekurencyjnych nie jest tatwym zadaniem. Trudno ogarnaé to
co sie dzieje gdy po raz kolejny wchodzimy do funkcji. Zasada jest taka: gdy funk-
cja wywoluje sama siebie wykonywany jest ten sam kod, ale kontekst danych, w
ktorym sie to odbywa — jest zupelnie inny. Kod operuje na ,$wiezym” zestawie
(dynamicznych) danych.

Trzeba tez pamietac, zeby zapewnié¢ ,wyjscie” z ciggu wywolan funkcji. W przy-
padku rekurencyjnej funkcji silnia polecenie return 1; przerywa petle wywotan,
a polecenie return n * silnia(n — 1) inicjuje kolejny ,przebieg petli”.

2. ,,Wieze Hanoi”

Algorytm opisany zostal na wyktadzie z Technologii informacyjnych poswieco-
nym réznym rodzajom algorytméw w dziale rekurencja (slajd 18 i nastepne). Samo
problem wiez Hanoii zaczyna si¢ na slajdzie 42. Wariant rekurencyjny opisany jest
na slajdzie 69 i nastepnych. Nierekurencyjna wersja algorytmu podana zostata
na wyktadzie z Technologii Informacyjnych dotyczacym ztozonosci obliczeniowe;]
(slajd 41 i nastepne).

Idea algorytmu jest nastepujaca:

— Gdy krazek jest tylko jeden — problem nie istnieje (przenosimy go z patyka,
na ktorym sie znajduje na patyk docelowy).
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http://kmim.wm.pwr.edu.pl/myszka/wp-content/uploads/sites/2/2015/10/ti10_metody_beamer.pdf#page.18
http://kmim.wm.pwr.edu.pl/myszka/wp-content/uploads/sites/2/2015/10/ti10_metody_beamer.pdf#page.42
http://kmim.wm.pwr.edu.pl/myszka/wp-content/uploads/sites/2/2015/10/ti10_metody_beamer.pdf#page.69
http://kmim.wm.pwr.edu.pl/myszka/wp-content/uploads/sites/2/2015/10/ti11_zlozonosc_beamer.pdf#page.41

— Dla dwu krazkéw problem jest banalny (najmniejszy krazek przenosimy na
roboczy, wiekszy na docelowy i ponownie najmniejszy na docelowy).

— Obejrzyjmy problem dla trzech krazkéw: mozna go podzieli¢ na trzy zadania:
1. Przenosimy dwa ,gorne” krazki na ,trzeci patyczek” (patyk roboczy).

2. Przeniesienie najwiekszego krazka na ,patyczek drugi” (docelowy).
3. Ponowne przeniesienie dwu krazkéow z ,roboczego” na krazek najwiekszy
(znajdujacy sie na patyku docelowym). . .

A ogolnie, bedzia jakos tak: A — patyk, na ktorym sa wszystkie krazki, B — patyk

docelowy, a C' — patyk roboczy).
Procedura jest nastepujaca:

1. Przeniesmy z A na C' N — 1 krazkow (uzywamy do tego proceury); B jest
patykiem roboczym.

2. Pozostaly krazek (najwieckszy! — ale z czego to wynika?) przeniesmy z A na B
(miejsce docelowe).

3. Do pozostatych (N — 1) krazkow, ktore znajduja sie na patyku C, zastosujmy
powyzszy algorytm (patyk B wykorzystujemy jako roboczy, bo na samym spo-
dzie znajduje sie krazek najwiekszy). Zatem ruch wyglada tak: przenies N — 1
krazkow z C' na B uzywajac A jako patyka roboczego.

4. powyzsza procedure nalezy powtarzaé¢ az do zakoriczenia zadania.

Algorytm generuje jedynie podpowiedzi w formie o — [ oznaczajace ,wez

krazek z patyka « i przenies go na patyk .

2.1. Udoskonalenia

Zaawansowani studenci moga pokusi¢ sie o prosta wizualizacje realizacji algo-

rytmu.
Idea jaka mozna sprobowaé tu wykorzystac¢ jest nastepujaca:
Niech N to liczba krazkow.

1. Tworzymy strukture danych shuzaca do ,wizualizacji” krazkéw na patykach.
Moze to by¢ tablica o trzech kolumnach (tyle jest patykow) oraz tylu wierszach
ile jest krazkow. Niech tablica nazywa sie K: int K[N,3];

2. Tablica K w pierwszej kolumnie zawiera liczby od 1 do N (1 — najmniejszy
krazek, N — krazek najwiekszy).

3. Dodatkowa tablica pomocnicza zawiera¢ bedzie informacje o liczbie krazkow
na kazdym patyku. Niech nazywa sie L: int L[3] = { N };.

4. [Slajd 71| Zawiera zaerys procedury przenies realizujacej rekurencyjna wersje
algorytmu. W punktach 1 oraz 2.1 nastepuje wyprowadzenie podpowiedzi,
z ktorego patyka krazek zdjaé¢ i na ktory go natozyé. Normalnie polecenia te
komunikuja tylko co zrobi¢ nalezy. Mozna tu, na przyktad, doda¢ dwie funkcje
wzdejmij” i1 ,naloz” ktoére beda dokonywaly odpowiednich operacji na naszych
danych i procedura drukuj wyyswietlajaca aktualng zawartosc tablicy K.
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http://kmim.wm.pwr.edu.pl/myszka/wp-content/uploads/sites/2/2015/10/ti10_metody_beamer.pdf#page.71

Polecenie a —> b (oznaczajace przenies z a na b) moze by¢ zapisane tak:

krazek = zdejmij( a, N, K, L );
naloz ( krazek, b, N, K, L );
drukuj( N, K );

Operacja ,zdejmowania” zwraca znajdujacy sie najwyzej w kolumnie a tablicy
K (i dokonuje korekty, zmniejszajac o 1 element a tablicy L).

Operacja ,nakladania” na wolne miejsce w tablicy K (kolumna b) wstawia
krazek (czy dokladniej jego numer) i uaktualnia L|[b].

Procedura drukuj w najprostszym wariancie drukuje numerki krazkow (zamiast
zer wstawiajac odstepy). Wersja bardziej zaawansowana dla krazka o numerze
1 drukuje co$ takiego:

dla krazka o numerze 2

l___|

Zatem ,pozycja wyjsciowa” wyglada¢ bedzie jakos tak:
| _]

(Widze tu miejsce na udoskonalenia :-)
5. Osobna procedura, na kazdym kroku, powinna drukowaé¢ aktualny stan struk-
tury danych w najprostszej formie, na przyktad (wizualizacja pierwszych trzech

ruchow):
2 1
3 1 3 1 2 3

01 2 0 1 2 0 1 2
(na samym dole sa numery patykow, a powyzej kreski ich zawartos¢; tu po
pierwszych, hipotetycznych ruchach.)

3. Dodatkowe zadania do wykonania

Praktycznie kazde z programowanych dotychczas zadan (metoda polowienia,
wyszukiwanie binarne czy metoda Newtona Raphsona moze by¢ zaprogramowana
w wariancie rekurencyjnym.

Ambitny i pracowity student moze pokusi¢ sie o realizacje jednego z tych (lub
wszystkich) zadan w wariancie rekurencyjnym.
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