Rownania rozniczkowe ruchu punktu materialnego

W tym zagadnieniu wykorzystamy umiejetnos¢ rozwigzywania prostych rdéwnan
rézniczkowych do opisu ruchu punktu materialnego. Zadania tego typu maja dwie czesci:

1. Ruch po réwni pochytej (np. stok gory)
2. Ruch w powietrzu

Rozwigzywanie zadan tego typu oméwimy na przyktadzie:

Majgc w punkcie A predkos¢ v,, motocykl porusza sie T [s] na odcinku AB =1,
tworzgcym z poziomem kgt o Gdy sita P powodujgca ruch jest stata na catym odcinku
AB, motocykl w punkcie B osigga predkosc vy i przelatuje przez réw o szerokosci d,
znajdujgc sie w powietrzu T [s] i lgduje w punkcie C z predkosciq v.. Masa motocykla
Z motocyklistqg jest rowna m. Rozwiqzujqc zadanie przyjg¢ motocykl z motocyklistq za
punkt materialny i pomingc opory ruchu.
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Ponizej zestawiono przyktadowe dane:

a = 30°
m = 500 kg
P =3000 N

vA=OE

S
AB=1=50m
d=10m

W zadaniu chcemy wyznaczy¢ predkos¢ z jaka wylatuje motocykl na koricu odcinka AB - a wiec
vp oraz predkos$¢ gdy ponownie dotknie ziemi a wiec v,.



Zadanie rozwigzemy w dwdch czesciach. Najpierw zanalizujemy ruch motocykla po stoku i obliczymy
predkos¢ vy a pdiniej przejdziemy do dalszej czesci zadania.

Krok 1 Analiza sit dziatajgcych na ciato

Kiedy motocykl znajduje sie na odcinku AB dziatajg na niego nastepujace sity — sita ciezkosci Q, sita
napedowa P oraz sita reakcji podtoza R. Site ciezkosci Q roztozymy na site réwnolegty do podtoza oraz
prostopadta do podtoza. Nacisk za$ jest ta czescia sity Q ktdra jest prostopadia do podtoza. Prosze
zauwazy¢, ze w zadaniu wprowadzono nowy uktad wspétrzednych oparty o osie x; i y; — oczywiscie
mozna by wykorzystac ,,standardowe osie” ale w tym przypadku bedzie to dla nas utatwienie — bedzie
to tatwo dostrzec przy zapisie sit.

Analiza rysunku powinna nas doprowadzi¢ do nastepujgcego wniosku sity dziatajace wzdtuz osi y,
rownowazg sie (co powinno by¢ oczywiste na bazie Ill zasady dynamiki Newtona). Natomiast wzdtuz
osi x; dziata niezréwnowazona sita réwna:

m
E, =P —Q-sina = 3000N — 500 kg - 105_2 +sin30° = 3000N — 2500N = 500N

Krok 2 Zapis réwnan rdzniczkowych ruchu

Wielkosciami opisujgcymi ruch sg przemieszczenie, predkosé i przyspieszenie. Powinien byé znany
czytelnikom fakt, ze predkos¢ to pierwsza pochodna przemieszczenia po czasie, natomiast
przyspieszenie stanowi drugg pochodng przemieszczenia po czasie.

Symbolicznie mozemy zapisaé wiec, ze:

_dx__
v—dt—x
d?x

T

Korzystajgc z Il zasady dynamiki newtona mozemy zapisaé, ze niezrbwnowazona sita wypadkowa
powoduje ruch ciata o masie m z przyspieszeniem a:

F,=m-a

Korzystajgc z pokazanych wyzej zaleznosSci mozemy zapisac, ze:



i
Fy=m-%¥-> ¥=—
m

Teraz wykonamy operacje catkowania (Uwaga! Nalezy pamieta¢ o statych catkowania):

E
f—wdt:fa‘c'dt
m

F
Xt4C =%
m

| jeszcze raz:

F
j—Wt+C1dt=ffcdt
m

E,t?
%-l' Cit+Cy,=x

W ten sposdb wyznaczyliSmy rdwnania opisujgce predko$¢ x oraz przemieszczenie x. Nalezy jednak
wyznaczy¢ jeszcze state catkowania C; i C,. Wykorzystamy do tego warunki poczatkowe. To znaczy
informacje ktére wiemy o predkosci/potozeniu w charakterystycznych punktach.

W przypadku naszego zadania te informacje to:
v, =x(0)=0
x(0)=0

Podstawiajac te wartosci do rdwnan otrzymamy:

FWt+C ¢ (t) S00N 0+C,=0-C, =0
—_— frd - = —_ =
m 1= 500kg ! !

Oraz:

S (0 300N 02
= -
om TR T o000 kg

+0:-0+C,=0-C,=0

W naszym przypadku wiec okazato sie ze obie state wynoszg zero, nie zawsze jednak tak bedzie —
dlatego nie wolno poming¢ statych przy catkowaniu.

Zatem ostatecznie nasze rdwnania ruchu sg nastepujace:

E,t> 500N -t?
x(t) = = =
2m  2-500 kg

0,5¢2 [m]

, Fy 500N m
x(t) =v(t) = —t= 500kg-t=t [?]

Krok 3 wyznaczenie czasu jaki zajmie pokonanie odcinka AB motocyklowi

JesteSmy juz prawie gotowi na podanie wartosci predkosci w punkcie B — mamy réwnanie jednak
wystepuje w nim niewiadoma — czas. Musimy zatem wyznaczy¢ czas jaki potrzebuje motocykl na
przybycie drogi od punktu A do punktu B. Skorzystamy wiec z drugiego rownania — dzieki temu ze
znamy dtugos¢ odcinka AB:

AB =1=50m = x(tg) = 0,5t3



Znajac juz czas tg wyznaczamy predkosc vg:
. m
UB = x(tB) = 10?

Krok 4 Analiza sit dziatajgcych na motocykl w powietrzu.

Kiedy motocykl znajduje sie w powietrzu w kazdym momencie jego ruchu (po torze — niebieska krzywa)
dziata na niego tylko jedna sita —sita ciezkosci Q oznaczona symbolicznie czerwonymi strzatkami. Prosze
zauwazy¢, ze w tej czesci wprowadzilismy dla wygody nowe wspétrzedne x i y.

Podczas ruchu w powietrzu bedzie zmieniato sie zaréwno potozenie w pionie (w wyniku predkosci
poczatkowej v, — sktadowa pionowa predkosci Vg jak i w poziomie (w wyniku predkosci poczatkowej

vp, — sktadowej poziomej predkosci vg.
Analogicznie do poprzedniego etapu zapiszemy wiec dwa réwnania ruchu:

1. Q=-mg=m-y-> —g=y
(minus przy sile ciezkosci oznacza ze jest ona skierowana przeciwnie do osi y)
2. 0=m-¥x-0=%

Po catkowaniu otrzymamy wiec nastepujgce réwnania:



)= gt+C
{ %= C }’tzg 5
x=C(3t+0Cy y=gT+Cst+Ce

Uzyskane rownania powinny kojarzyc¢ sie czytelnikowi z opisem ruchu jednostajnego (ruch w osi x) oraz
jednostajnie przyspieszonego (ruch w osi y)
Oczywiscie konieczne jest wyznaczenie statych catkowania. Zapiszmy wiec warunki poczatkowe:
x(0)=0
V3 5v3m

x(0) = Vg, = Vg €0s30° = 71;3 = -

Taki zestaw warunkéw poczatkowych pozwoli nam wyliczy¢ state catkowania C3 i C,.

Zeby wyznaczyé réwnania zwigzane z ruchem ,pionowym” uzyjemy nastepujacych warunkdéw
brzegowych:

m
¥(0) = vg, = vg-sin30° = 0,5v5 = 5—

y(©0)=0
To pozwoli nam wyznaczy¢ state catkowania Cs i Cy
Zeby wyznaczy¢ predkosé v, musimy znaleZ¢ jej obie sktadowe tzn. Vg, = X(te) vy, = y(tc)

Korzystajac za$ z faktu, ze x(t,) = d = 10 m pozwoli wyliczy¢ czas t,. ktdry jest potrzebny do przebycia
drogi zB do C.

Wartos¢ predkosci v obliczymy zgodnie z twierdzenia Pitagorasa jako v, = /v)%c + v%c

Wyznaczenie statych catkowania oraz czasu t. i predkosci v, pozostawiam jako éwiczenie.



