Zastosowanie zasad dynamiki do badania ruchu punktu materialnego
nieswobodnego.

W tym zagadnieniu wykorzystamy znajomo$¢ zasady zachowania energii mechanicznej,
zasady D' Alemberta, zasady zachowania pedu oraz zasady zachowania impulsu sity do analizy
ruchu kulki (punktu materialnego po ograniczonym rurkg torze. Przyktady przygotowywane
do tego zadania skupiajg sie na sprawdzeniu znajomosci i umiejetnosci wykorzystania tych
zasad u studentéw, a zatem na przyktadzie pokazemy jak wyglada ich praktyczne
zastosowanie:

Kulka, przyjeta za punkt materialny, porusza sie z potozenia A wewnatrz rurki.
Znalez¢ predkos¢ kulki w potozeniach B, C i D oraz ci$nienie kulki p; na $cianke rurki
w potozeniu C. Tarcie na krzywoliniowych odcinkach trajektorii poming¢.
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Dla uproszczenia tor kulki narysowano jako krzywgq (co jest sensowne zwazajqc, Ze i
tak rozwazamy kulke jako punkt materialny).

Ponizej zestawiono przyktadowe dane:
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T = 0,25 s — czas jaki kulce zajmuje pokonanie odcinka z B do D

R=1m
f=u=04
a = 45°
ho =0cm

c=k=11N/cm

W zadaniu mamy wyliczy¢ kolejne predkos$ci w charakterystycznych punktach. Bedziemy je
wiec rozwigzywac krok po kroku wykorzystujac rézne fizyczne zasady przytoczone we wstepie
do zadania.

Krok 1 Wyznaczenie predkosci vy — zasada zachowania energii

Zasada zachowania energii mechanicznej méwi, ze jezeli na ciato nie dziatajg sity zewnetrzne to suma
energii sie nie zmienia. Petniejsza wersja te zasady powie nam, ze zmiana energii jest réwna pracy
wykonanej przez zewnetrze sity nad tym ciatem. Poniewaz caty tor od A do B jest krzywoliniowy to
wedtug zadania pomijamy na nim tarcie — zatem jedyng dziatajaca sitg jest sita grawitacji. Mozemy wiec
zasade dla tego przypadku opisaé na dwa sposoby — albo:

1) zmiana energii kinetycznej AE}, = W, praca sit ciezkoSci

2) AEy, = AEg + AE, = Wi zewnetrznyen = 0 — albo skorzysta¢ z faktu, ze site cigzkosci
mozemy zastgpi¢ pojeciem energii — robilicie juz to w szkole © — zainteresowanych tym,
dlaczego tak jest odsytam do pojecia sit zachowawczych

Ja pokaze rozwigzanie przy uzyciu podejscia 2. Natomiast prosze pamietac, ze jezeli w zadaniu odcinek
dla ktérego wykorzystujemy te zasade nie bytby krzywoliniowy i wystgpitoby tam tarcie, to praca sit
zewnetrznych bytaby réwna pracy sity tarcia.
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Zeby policzyé zmiane energii musze zapisaé energie w punkcie A i w punkcie B:

2
Em, = msz + mg * 4R <- przyjmujemy wysokos¢ 0 na poziomie punktu B zatem wysokosé punktu A
to 4 promieni.
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Zatem korzystajgc z zasady zachowania energii:



m-v: [(m-v?
z B—( 2A+mg-4R>=0

Jedyna niewiadoma w tym réwnaniu jest vg, a zatem mozemy z fatwoscia jg wyznaczyc.
m-vi—(m-vi+mg-8R)=0

v — (v +80R) =0

v2 —(1+80) =0 [?:?]
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Uwaga! Pamietajcie obliczajgc jakakolwiek A-e zawsze odejmujecie poczatkowa wartos¢ od koricowe;j
— dlatego w tym przypadku od energii w punkcie B odejmujemy energie w punkcie A.

Uwaga 2! Ktos mdgtby zapytac — no dobrze, ale predkos¢ to wektor a my wyznaczamy tylko wartosci.
W przypadku tego zadania, kulka ma $cisle zadany tor, ktéry jednoznacznie pozwala nam okresli¢
kierunek i zwrot predkosci — gdyz jest on zgodny z torem ruchu. W tym przypadku kierunek predkosci
vp jest zgodny z odcinkiem BD, a zwrot jest od punktu B w strone punktu D.

Krok 2 Wyznaczenie predkosci v, — zasada zachowania energii

Analogicznie do powyzszego wyznaczamy predkos¢ v, — potrzebujemy tylko wyznaczyé wysokosé
punktu C — korzystamy zatem z prostej trygonometrii.
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Wyznaczenie wartosci predkosci v, nie powinno nikomu nastreczy¢ trudnosci i pozostawiam je jako
¢wiczenie.
Krok 3 Wyznaczenie sity nacisku N — zasada D’ Alemberta

Zasada ta mowi, ze suma sit dziatajgcych na ciato (razem z sitami bezwtadnosci) jest rowna 0. Mozna jg
dla naszego przypadku zapisa¢ tak (gdzie G — sita ciezkosci, N — sita reakcji $écianki na kulke w wyniku
nacisku (réwna co do wartosci lecz z przeciwnym zwrotem niz sita nacisku kulki na $cianke N;):




Dla utatwienia przyjmiemy sobie nowy uktad wspétrzednych — oznaczony na ponizszym rysunku
czerwonymi osiami x i y — mozna oczywiscie tego nie robi¢ — ale w ten sposéb bedzie nam fatwiej
zapisaé réwnania. Oczywiscie dla ,,standardowych” osi x i y wyniki wyjdg rowniez prawidtowe.

Oznaczamy wszystkie sity dziatajgce na ciato w punkcie ,,C” wtgczajgc w to sity bezwtadnosci. Mamy
wiec site ciezkosci G oznaczong kolorem zielonym — jako jedyna nie lezy na osiach x i y wiec nalezy ja
roztozy¢ na sity sktadowe — sktadowa x - G - sina oraz sktadowa y Gcosa. Nastepnie mamy site reakcji
$cianki Nc¢' skierowang po promieniu R (bo dziata prostopadle do $cianki) oraz sity bezwtadnosci — w
sumie dwie — zwigzang z przyspieszeniem stycznym i normalnym w ruchu po okregu — a wiec D,
prostopadta do $cianki, oraz D, styczna do Scianki.

Zapisujgc rGwnania mamy:

2 X=0->N,—G-sina—D, =0
XY=0->D;,— G-cosa=0

Prosze zauwazy¢, ze drugie rownanie zapisatem dla porzadku — ale nie jest nam potrzebne do
wyznaczenia wartosci sity N¢. To jest wiasnie argument, dla ktdérego przyjelismy takie osie x i y.

Rozpiszmy otrzymane réwnanie:

) _ mvk
N; —mg - sina — > =0
, m 0,4 kg v
Nc_0'4kg'105_2'51n45°_T= 0

Zatem po wstawieniu wartosci v, mozemy wyznaczy¢ N;'.

Prosze pamietac, ze wyznaczamy site N - czyli site z jakg dziata $cianka na kulke. Pytanie za$ jest o site
nacisku kulki na scianke. Sity te majg te samg wartos¢ i ten sam kierunek ale przeciwny zwrot. Prosze
o tym nie zapomnie¢ zaznaczajgc jg na rysunku, co jest integralng czescig zadania (bo sita jest
wektorem!).

Krok 4 Wyznaczenie predkosci vp — zasada zachowania pedu — impuls sity



Zeby wyznaczy¢ predko$é v, skorzystamy z zasady zachowania pedu oraz pojecia impulsu sity.

Ped jest wielkos$cig wektorowg uzyskiwang przez przemnozenie wektora predkosci przez skalar masy.
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Zasade zachowania pedu mozemy zapisaé nastepujgco:
Ap=S

Gdzie Ap —zmiana pedu a S—impuls sity — czyli sita przemnozona przez czas w jakim ona dziata (réwniez
wielko$¢ wektorowa). Obie predkosci majg na szczescie taki sam kierunek dziatania (prosta BD) - a
zatem mozemy to réwnanie rozwazy¢ tylko dla sktadowej ,x” Jedyng sitg jaka dziata wzdtuz ,x” to sita
tarcia (a czas jej dziatania to 7, a zatem mozemy zapisac:

pp—pPp=Fr-t
m-vp—m-vg=Fy-f-t=mgfrt

vp — Vg = gfT

vp =gft+vp
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Do samodzielnego zanalizowania dla chetnych pozostawiam dodatkowy problem — jak gteboko kulka
wcisnie sie w sprezyne. Mozna tu skorzysta¢ z zasady zachowania energii wykorzystujgc wzor na site
sprezystosci albo na energie sprezyny. W ten sposdb mozna znalez¢ takie skrdcenie sprezyny h, ze
predkosé bedzie rowna 0 (energia kinetyczna réwna 0).

Uwagi ogdlne

e W zadaniu pokazatem wyznaczanie predkosci przy uzyciu zasady zachowania energii oraz
zasady zachowania pedu. Drugg stosujemy tam, gdzie znamy czas przez jaki dziata sita.

o W przypadku zasady zachowania energii nalezy pamieta¢ o uwzglednieniu wszystkich sit
dziatajgcych na ciato w postaci pracy tych sit. W naszym zadaniu rownanie byto proste bo na
odcinkach krzywoliniowych nie ma tarcia — niemniej jedna w innych zadaniach moze by¢ tak
Ze bedzie trzeba tarcie w postaci jego pracy uwzgledni¢ — prosze mieé to na uwadze.

e Prosze pamieta¢, ze wyznaczane wielkosci — predkosci to wielkosci wektorowe — zatem oprécz
wyznaczonej wartosci nalezy je wyrysowac na rysunku — kierunek i zwrot sg zalezne od toru
ruchu - w naszym typie zadan ten tor jest juz zadany — zatem nalezy wyrysowac tylko kierunek
zgodny z kierunkiem ruchu (styczny do toru) oraz zwrot wynikajacy z tego skad dokad kulka
,podrézuje”.






