Kret ciala sztywnego

W tym temacie bedziemy postugiwac sie pojeciem kretu, zwanego tez momentem pedu
czyli odpowiednika pedu dla ruchu obrotowego bryt sztywnych. Zadania obejmujgce tg
tematyke sktadajg sie zdwdch czesci: pierwsze - gdy obrotowi poddana jest tarcza, a pozostate
elementy pozostajg w spoczynku wzgledem niej oraz cze$¢ druga gdy rozwazamy dodatkowo
ruch wzgledny masy po tarczy. Ponizszy przyktad powinien przedstawi¢ Panstwu metodyke
rozwigzywania takich zadan.

Ciato H o masie my obraca sie wokdt pionowej osi z ze statg predkoscia katowa @y,
przy czym w punkcie O wyztobienia AB ciata H, w odlegtosci AO od punktu A wzdtuz
wyztobienia, znajduje sie materialny punkt L o masie m;. W pewnej chwili (¢t = 0) na
uktad zaczyna dziata¢ para sit o momencie M, = f(t). W chwili t = rdziatanie pary sit
zostaje przerwane, a jednoczesnie punkt L zaczyna ruch wzgledny od punktu O wzdtuz
wyztobienia AB, w kierunku punktu B wedtug wzoru OL =s=f,(t—17) dlat >z
Wyznaczy¢ predkosc katowg ciata H, gdy t = 7it = T, pomijajac opory obrotu ciata
H. Ciato H traktowad jako ptyte o ksztatcie podanym na rysunkach ponizej, punkt L
traktowad jako samojezdny wézek.

Ponizej zestawiono dane do zadania:

my = 300 kg
m; = 60 kg
wy= —2s71
R=10m
a=120°
A0 =5V3
M, = 1650 Nm
T=3s

T=8s



OL =3(t—1)
Zadanie rozwigzemy krok po kroku.
Uwaga!

e Kret (K) === Moment pedu (L) oba wyrazenia mozna uzywaé¢ zamiennie. W ponizszym
rozwigzaniu bede pisat kret, ze wzgledu na krétsze brzmienie.

Krok 1. Analiza miedzy 0 a 3 sekund3. Zasada zachowania kretu

We wstepie nadmieniono, ze kret jest wielkoscig analogiczng do pedu — ped opisuje nam ruch
prostoliniowy, zas kret opisuje ruch obrotowy. Dlatego, podobnie do zasady zachowania pedu, ktérg
juz poznali$my, mozna sformutowaé zasade zachowania kretu (a whasciwie postugujemy sie czyms
bardziej ogdlnym — sama zasada ma miejsce gdy nie dziatajg zadne momenty wtedy kret sie nie

zmienia):
dK EM
dt

Z zapisu powyzszego wzoru wynika kilka wnioskow:

e potrzebujemy okredli¢ jakie momenty dziatajg na nasz uktad ciat,
e atakze potrzebujemy okredli¢ kret uktadu.

Krok 1a. Analiza miedzy 0 a 3 sekundg. Wyznaczenie sumy momentow

Analiza momentéw nie powinna nastreczy¢ trudnosci. Warto jednak zwréci¢ uwage na to, ze interesuja
nas jedynie te momenty ktére powodujg obrét wzgledem osi danej w zadaniu. Oczywiscie sita ciezkosci
dziatajgca na ptyte, czy punkt materialny L albo sity reakcji tozysk tez ,,generujg” momenty — ale nie
bedziemy ich uwzgledniaé, bo nie sg to momenty wzgledem osi ktéra nas interesuja.

Zatem w naszym przypadku
ZM - M, = 1650 Nm

Krok 1b. Analiza miedzy 0 a 3 sekunda. Wyznaczenie sumy kretéw

Na kret uktadu sktadac¢ sie bedg kret pochodzacy od ptyty H oraz od punktu materialnego L
K = KH + KL

Punkt materialny L co prawda pozostaje w spoczynku wzgledem tarczy (do 3 sekundy), ale obraca sie
wraz z catg tarczg z predkoscig obrotowg w. Skorzystamy réwniez z definicji momentu bezwtadnosci
I = mr2.

K, =1, w()=m, 17 o)
Odlegtos$¢ r;, —to promien od osi do punktu L —zatem musimy wyznaczy¢ gdzie ten punkt sie znajduje.

W pierwszych 3 sekundach zgodnie z trescig zadania pokrywa on sie z punktem O. Znajduje sie on na

odcinku AB w odlegtoéci AO = 5v/3. Proponuje dokonaé¢ samodzielnego naszkicowania sobie tej
sytuacji, dla utatwienia ponizej znajdziecie rysunek, ktéry powinien poméc uporac sie z tg sytuacja.



S5sqri(3, 10
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Sumarycznie mamy:
K, = 60kg-(5m)?- w(t) = 1500w(t) kg - m?

W przypadku ptyty stosujemy analogiczny wzdér — tylko tym razem korzystajgc z sprawdzonego w
tabelach wzoru na moment bezwtadnosci walca.

Ky =1y w(t) = %mHRZ co(t) = %300 102 - w(t) kg - m? = 15000 - w(t) kg - m?
Zatem
K =Ky + K, = 16500 w(t) kg - m?
Krok 1c. Analiza miedzy 0 a 3 sekunda. Wyznaczenie wzoru na w(t)
d_K = Z M
dt

d(16500 - w(t
( 7t ©(®) = 1650 [Nm = Nm]

W tym momencie zawsze dojdziemy do réwnania rézniczkowego. Rozwigzuje sie je stosunkowo prosto
— to znaczy catkujgc obie strony po czasie. Prosze zwrdci¢ uwage na to, ze w omawianym zadaniu
moment jest funkcjg statg (jesli chodzi o czas), nie zawsze tak bedzie — moze on mieé na przyktad postac
10t albo 20t2. Wtedy nalezy odpowiednio wykorzysta¢ znajomosé¢ catkowania.

16500 - w(t) = f 1650 dt

1650t

@(®) = 7500

+C=01t+C

Uwaga! Bardzo wazne jest aby nie zapomnieli Paristwo o statej catkowania. Jej pominiecie stanie sie
zarzewiem ktopotéw, bo...

Wyznaczymy teraz statg catkowania — korzystajac z faktu, ze poczgtkowo to znaczy w chwili t =0
tarcza obracata sie z predkoscia poczatkowa wy = —2 s 1.

—2st=¢C



Ostatecznie wzdr na predkos$¢ obrotowg wyglada tak:
w(t) = 0,1t — 2571
Mozemy teraz wyznaczy¢ predkosc¢ obrotowa w chwili T = 3s
w(3)=03s"1-2s"1=-17s"1

Kret w 3 sekundzie:
m2
K(3) =16500-—-1,7 = 28050 [kg T]

Krok 2. Analiza miedzy 3 a 8 sekundg. Zastanowienie sie nad zmiang kretu.

W drugiej czesci zadania ustaje moment dziatajgcy na ptyte — a zatem wobec naszych wczesniejszych
analiz mozemy zapisaé, ze:

dK
ZM=0—>E=O—>K=c0nstans

To bardzo wazny wniosek bo pozwala nam stwierdzi¢ nastepujgcy fakt — w kazdej sekundzie ruchu po
3 sekundzie (czyli gdy ustata sita) sumaryczny kret uktadu sie nie zmienia.

Zatem:
KQ3) = K(8)

Krok 2a. Analiza miedzy 3 a 8 sekundg. Obliczanie wyrazenia kretu w 8 sekundzie.

W drugiej czesci zadania, punkt materialny L dotychczas tkwigcy stale w punkcie O=L zaczyna sie
poruszaé¢ wzdtuz wyztobienia AB. Spowoduje to zmiany w sposobie obliczania kretu dla tego punktu —
oprocz kretu wynikajacego z ruchu obrotowego K; bedzie miat tez kret wynikajacy z ruchu
wzglednego - K;, . Zatem zapiszemy

W=mL'UW'TL=mL'

Oczywiscie pewnym problem dla nas jest to, ze tym razem 1;, bedzie zmienne bo punkt L sie porusza.
Dlatego wyznaczymy te wielkosci tylko w interesujgcym nas punkcie w czasie — czyli 8 sekundzie.

Wtedy to :

OL=+3(8-3)=5V3m



5sqri(3

Zatem:

. =10m

K, = 6000w (8) [Nm]
K, = 600v3 [Nm]
Kret ptyty stale jest wyrazony tym samy wzorem wiec przepiszemy go z wczesniejszej czesci zadania:

Ky = 15000 - w(8) kg - m?

Sumaryczny kret w 8 sekundzie:
K(8) = (21000 + 600v3)w(8)

Krok 2b. Analiza miedzy 3 a 8 sekunda. Wyznaczenie w(8)

Skoro K(8) = K(3) to:

m? m?
(21000 + 600V3)w(8) = 28050 |kg = kg '

Stad wyznaczamy w(8).



