15.5. Wyznaczanie przemieszczeh metodg Maxwella-Mohra.
Sposéb Wereszczagina

Wezmy pod uwage dowolny ptaski uklad pretéw obcigzony wylacznie sitami
w swej plaszezyznie. W pretach jako sily wewnetrzne wystapia: sily podiuzne
N;, sily poprzeczne T;, momenty gnace M,. Energie kazdego preta, a raczej
kazdego przedzialu wyrazimy w postaci
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Energie calego ukladu obliczymy sumujac energie wszystkich pretéw
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Cheace wyznaczyé na podstawie twierdzenia Castigliano przemieszczenie
w okre§lonym miejscu i kierunku nalezy zalozyé w tymze miejscu dzialanie
odpowiadajacej poszukiwanemu przemieszczeniu sily F. Sila ta wywota poja-
wienie sie w pretach dodatkowych sil wewnetrznych. Jezeli sily wewnetrzne
spowodowane silg F lecz o wartosci 1 (jednostkowa) oznaczymy przez M,, N’,
T’, to w przypadku ogblnym sity te beda réwne FM,;, FN’, FT'. Po uwzgled-
nieniu dodatkowego obcigzenia silg F wz6r na energie sprezystg ukiadu
przyjmuje postaé
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Wyznaczamy odpowiadajace zalozonej sile F przemieszczenie
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Po podstawieniu rzeczywistej wartosci F = 0 otrzymujemy
|N; Tl'Tj MﬂlMyi
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W przestrzennym ukladzie pretéw w przypadku ogdlnym jako sily wewnetrz-
ne wystapia: sily podluzne N;, sily poprzeczne T,; i T,;, momenty gnace M,
i M,,; i momenty skrecajace Mg;.

Uwzgledniajac te sity uzyskujemy ogélng formule
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Zagadnienie 15-3

Wyznaczyé dla belki o stalej sztywnoSci obcigzonej jak na rys. 15-35 przemie-
szczenie f.

Do wyznaczenia przemieszczenia zastosujemy metode Maxwella-Mohra. Mo-
menty gnace rzeczywiste
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Rys. 15-13

Momenfy gnace od obcigzenia silg F =1
My = ~Fx= —=x
My= —Fzr=—2x

Zgodnie z formulg (15-17)
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Zagadnienie 15-4

W kratownicy obcigzonej sitami jak na rys. 15-14 (P = 20 000 kG) wyznaczyé prze-
mieszczenie f wezta C. Dla wszystkich pretéw E = 2,1-10® kG/cm?,

Zastosujemy metode Maxwella-Mohra
13
N(N;dn 1 NiNiy
f= 2 f E1 A E ‘:Z‘ A

Wyznaczamy” napiecia w kratownicy rzeczywistej N; i w kratownicy obcigZonej
w wetle C silq F = 1 napiecia pretébw N’ (np. metodq wieloboku Cremony).
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Wyznaczamy f 21108 cm

Dane dotyczace pretéw i wyniki ujeto w tablicy

h A N , NNl kG

Pret metr cm? 10* kG N A  om?
1 3,9 60 —66,0 —0,650 278 850
2 2,5 35 42,4 0,416 122 488
3 3,0 27 30,0 0,500 166 663
4 2,5 36 42,4 —0,416 —122 488
5 3,9 27 ! —23,6 —0,850 221 587
6 2,5 60 67,2 0,833 233 240
7 3,0 20 0 1 0
8 2,5 50 58,4 —0,416 —121 472
9 3,9 20 —13,8 —0,650 172 380
10 2,5 60 67,2 0,833 233 240
11 3,0 20 9,0 0,500 67 500
12 3,9 90 —90,4 —0,650 254 627
13 2,5 50 58,4 0,416 121473
Razem Ef=1628091

X % *

Postugiwanie sie do wyznaczenia przemieszczen metodg Maxwella-Mohra
zamiast Castigliano, sprowadza sie praktycznie po prostu do opuszczenia kaz-
dorazowego wypisywania wyrazen na energie sprezysta i ich ré7niczkowania.
Daje to pewna oszczedno$é w pracy. Metoda ta ogranicza sie jednak do ukla-

déw pretowych. Formutla Castigljano (—g%—=p) stosowalna do wszystkich ukla-
déw liniowo-sprezystych posiada charakter ogélniéjszy.

281



Obliczanie calek w metodzie Maxwella-Mohra mozna znacznie uproScié,
jezeli jeden z wykres6w momentéw (M, lub M) jest prostoliniowy. Niech pole
figury wykresu momentu M, (rys. 15-15a) wynosi (2, wspblrzedna za$ jej
$rodka ciezko$ci x,, Wykres natomiast M, przedstawia prostg (rys. 15-15b)
o réwnaniu :
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Pierwsza calka wyraza moment statyczny figury momentéw M, wzgledem
osi y

1
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Druga natomiast pole figury momentéw fM, dxr=Q
0

]
J MgMgdz = aQxs+b2 = Q(az,+b)
0

Wyrazenie za§ ax;+b okre§la warto§é momentu M, dla x =

’ g
: gx=xs) = My
ostatecznie wiec

I
J MgMydx = Q Mg, (15-18)
V]

Podany tu sposéb zwany niekiedy sposobem Wereszczagina stosowaé mozna
niezaleznie od tego, ktéry z wykresé6w jest prostoliniowy, byleby mnozyé pole
jednego wykresu przez rzedna drugiego wykresu liniowego dla odcigtej
odpowiadajacej Srodkowi ciezkos$ci figury pierwszego wykresu.
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Zagadnienie 15-5

Dla belki o stalej sztywno§ci EI obciagzonej jak na rys. 15-16 wyznaczyé sposobem
Wereszczagina kat ugiecia w punkcie C
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Calke w przedziale 1. obliczymy mnoZac pole figury wykresu My w pierwszym
przedziale przez rzedng M, S; w wykresie My; odpowiadajgcg Srodkowi ciezkoéci S,
figury wykresu My w pierwszym przedziale. Podobnie obliczamy calke w drugim
przedziale

1 , ,
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podstawiamy
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i otrzymujemy

1 [Pt 2 PB
Oe=—|— —+—.
i [4 3T s 1]

(Poréwnaj zagadnienie 15-2).

15.6. Zasada najmniejszoSci energii Menabrea-Castigliano

Wskutek obcigzenia ukiadu silami czynnymi P; w podporach (wiezach) powsta-
na reakcje R;.

Jezeli podparcie jest sztywne i bez tarcia, to przemieszczenie odpowiada-
jace reakcji wynosi zero. Korzystajac z twierdzenia Castigliano mozemy to
wyrazi¢ w nastepujacej postaci

ou
oR; =0 (15-19)
Nalezy jednak zauwazyé, ze wszystkie sily czynne i bierne sg zwigzane ogo6l-
nymi warunkami réwnowagi. Dlatego za zmienne niezalezne moga by¢ uwa-
zane wylgcznie reakcje w ukladach statycznie niewyznaczalnych, okreslone ja-
ko statycznie niewyznaczalne nadliczbowe. Formule 15-19 mozemy zastosowaé
tylko do wielkbsci podporowych statycznie niewyznaczalnych, wyraza ona
twierdzenie Menabrea 1)-Castigliano: w ukladzie liniowo sprezystym sztywnie
podpartym pochodna czqstkowa energii sprezystej calego uktadu wzgledem
wielko$ci podporowej — statycznie niewyznaczalnej jest rowna zero.
Spelnienie ré6wnania 15-19 jest rownocze$nie warunkiem ekstremum energii
sprezystej (jako funkcji wielkosci podporowej statycznie niewyznaczalnej).
Ekstremum to moze by¢ tylko minimum, gdyz jak wykazano w punkcie 15-4
druga pochodna energii sprezystej wzgledem niezaleznie dzialajacej sily jest
zawsze dodatnia.

1) Luigi F. Menabrea (1809 t 1896) inzynier, general, dyplomata wioski — ogtlositl
swgq zasade 1857, wyczerpujacego dowodu dostarczyt A. Castigliano.
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