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1. Laboratorium 2a: Interpolacja
trygonometryczna

1.1. Interpolacja trygonometryczna

W przypadku gdy, funkcja (zjawisko), ktéra sie zajmujemy jest
okresowa czyli
9y +1) =g(y)

dla wszystkich y do interpolacji najlepiej uzy¢ funkcji okresowych.
Dokonujac zamiany zmiennych (z = 27”) mozna rozpatrywaé funkcje
okresowe o okresie 27.

Zadanie interpolacji trygonometrycznej polega na znalezieniu dla

danej funkcji f:
tala) = Y- e
=0

(i = v/—1). Oczekujemy, ze wielomian ten przyjmie w n + 1 punktach
xy, 7z przedziatu [0, 27r] te same wartosci co interpolowana funkcja, tzn.:

tn(zi) = f(2k)
gdzie xy # x;, gdy k # 1.

Zadanie te rozwigzuje sie podobnie jak poprzednie rozwigzujac
uktad n + 1 réwnan liniowych z n 4 1 niewiadomymi c,, ¢y, ..., C,

Z Cjzi = f(ax)
j=0

gdzie z, = e"**.



Zatézmy, ze wezly interpolacji sa réwnoodlegle czyli x), = 2k (k=

n+1
0,1,...,n).

Ze wzgledu na to, ze funkcje €% sy ortogonalne (w sensie iloczynu
skalarnego) zagadnienie mozna potraktowaé jako rzut dowolnego
wektora w przestrzeni na osie. Mozna pokazac, ze wspotczynniki c;
mozna wyznaczy¢ w sposob nastepujacy:

(f,e"") B 1 Xn:f(xk)e—z’jxk

n+1 _”+1k:0

Cj =

(zapis (e, ®) oznacza iloczyn skalarny.
Jak wiadomo, wielomian t,(x) = >}_ ¢;¢¥* przedstawiony moze
by¢ w postaci alternatywnej:

Ui 1
ao + »_(a;cos jx + b sin jz) + 5§am+1 cos(m + 1)z

gdzie § =0, am = %n, gdy n parzyste oraz 6 = 1, a m = %(n - 1),

gdy n nieparzyste. Wspoétezynniki a; i b; réwne sg odpowiednio:

2 n

a; = ——— g . f(x) cos joy
b, = 2 Y f( ) in 7

; E Ty)sin jx
J n+1k 0 k JTk

Powyzszy wzor nie jest wykorzystywany do obliczen. Zazwyczaj sto-
suje sie Szybka Transformate Fouriera (FFT). Algorytm opracowany
przez Cooleya i Tookeya w 1965 pomine. Koszt podejscia klasycznego
wymaga (n + 1)? operacji. Natomiast, w przypadku algorytmu FFT,
gdy n + 1 moze by¢ przedstawione (roztozone) jako iloczyn riry.. .7,
bedzie rzedu (n+ 1)(ry +r2 + -+ - + 1,). Algorytm FEFT najczesciej
stosowany jest, gdy n + 1 = 2%, wymaga on woéwczas nlog, n dziatai.

Pewnym problemem stosowania interpolacji trygonometrycznej
jest to, ze funkcja jest okresowa. To znaczy zakladamy, ze t¢,(0) =
tn(Tny1). Dokonujac pomiaréw zazwyczaj tak nie jest. W dalszym
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ciggu ,,mozna’” stosowa¢ FFT, funkcja bedzie okresowa, ale... Aby
uwolni¢ sie od tego problemu, naktada sie zmierzone dane funkcje
okna. Typowa funkcja okna dla = 0 i x = 27 przyjmuje wartos$c¢
zero co powoduje znieksztatcenie badanego przebiegu.

1.2. Mathematica

1.2.1. Interpolacja trygonometryczna

Zajme sie gtownie szybka transformatg Fouriera. Funkcja Fourier
stuzy do wyliczenia FFT z zadanego przebiegu danych. Najprostsze
jez uzycie bedzie takie:
a = Fourier[{1,1,2,2,1,1,0,0}]
{2.82843 +0.i, —0.5+1.207114,0. +0.7,0.5 — 0.2071077,0. +0.7,0.5 +
0.2071074,0. + 0.4, —0.5 — 1.207114}

Odwrotna transformata Fouriera:
InverseFourier|a]
{1.,1.,2.,2.,1.,1.,0., —1.570092458683775*"-16} W kazdym razie dzia-
ta.

Teraz jakis przebieg okresowy.
err = .0001;
data = Table[2Sin[0.27n] + Sin[0.87n] + RandomReal[{—err, err}|, {n, 0, 127}];
fftdata = Fourier[data];

ListPlot[Abs|fftdatal|

Jak zinterpretowa¢ ten wykres? Czemu sa cztery ekstrema (piki)?
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Mozna rowniez skorzysta¢ z funkcji Periodogram.
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Periodogram|data]
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Jak zinterpretowaé ten rezultat?
Jak na podstawie powyzszych wykreséw zidentyfikowaé czestosci
przebiegu?
1. Hintl: Wygenerowac¢ jeden okres przebiegu o czesto$ci 1 Hz i po-
kazaé¢ jego transformate Fouriera oraz periodogram.
2. Hint2: Funkcja periodogram ma dodatkowy parametr Sample-
Rate. Méwi on ile probek na jednostke czasu wykonano. Uzywany
jest do skalowania osi X.

1.3. Matlab

1.3.1. Interpolacja trygonometryczna

Podstawowym narzedziem jest funkcja fft:

Fs = 1000; % Sampling frequency
T = 1/Fs; % Sample time

L = 1000; % Length of signal

t = (0:L-1)x*T; % Time vector

% Sum of a~50 Hz sinusoid and a~120 Hz sinusoid

X = 0.7xsin(2xpi*50*t) + sin(2*pix120%*t);

y = x + 2*randn(size(t)); % Sinusoids plus noise
plot (Fsxt(1:50),y(1:50))

title(’Signal Corrupted with Zero-Mean Random Noise’)
xlabel(’time (milliseconds)’)

NFFT = 27nextpow2(L); % Next power of 2 from length of y
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fft(y,NFFT)/L;
= Fs/2xlinspace(0,1,NFFT/2+1);
Plot single-sided amplitude spectrum.

plot(f,2*abs(Y(1:NFFT/2+1)))

title(’Single-Sided Amplitude Spectrum of y(t)’)
xlabel (’Frequency (Hz)’)

ylabel (" [Y(£) )

Zwracam uwage, ze pokazane rozwigzanie sugeruje, zeby dlugosé

ciagu danych byta potega dwojki (polecenie: NFFT = 2 nextpow2(L) ;)
czego nie wymaga Mathematica.

1.4. Zadania

1.

2.

Uzy¢ interpolacji trygonometrycznej do znalezienia okresu zmien-
nosci tygodniowego (lub miesiecznego) wykresu temperatury. Wy-
glada on jakos tak:

temperatura, tydzieA, Sun Oct 11 21:29:03 CEST 2015

05 06 07 08 09 10 1
W Window
E Srednia dobowa
WIr
(c) 2015- W.M.

Przed rozpoczeciem tego zadania sugeruje zapoznanie si¢ z infor-
macjami zawartymi w rozdziale o Jupyterze oraz przeanalizowanie
przyktadowych notatnikow na temat wezytywania danych, elimi-
nacji btednych danych|i szybkiej transformaty Fouriera.

Majac transformate Fouriera warto sprobowaé przeprowadzi¢ ,,na-
iwna, reczng filtracje danych”, ktéra polegaé¢ bedzie na wyzerowani
nieistotnych sktadowych transformaty i po zostawieniu tylko tych
ktore wnoszg istotny wktad w przebieg oraz poréwnaniu przebie-
gow.


https://kmim.wm.pwr.edu.pl/myszka/dydaktyka/metody-numeryczne/dodatki/jupyter-2/
https://nbviewer.jupyter.org/urls/temisto.immt.pwr.wroc.pl/~myszka/Jupyter/InneDane.ipynb
https://nbviewer.jupyter.org/urls/temisto.immt.pwr.wroc.pl/~myszka/Jupyter/NaNy.ipynb
https://nbviewer.jupyter.org/urls/temisto.immt.pwr.wroc.pl/~myszka/Jupyter/NaNy.ipynb
https://nbviewer.jupyter.org/urls/temisto.immt.pwr.wroc.pl/~myszka/Jupyter/FFT.ipynb

4. Opisaé od czego zalezy rozdzielczosé (zdolno$¢ do identyfikowania
w przebiegu ztozonym skladowych o bardzo bliskich czestotli-
wosciach) szybkiej transformaty Fouriera. Mozna positkowaé sie

notatnikiem Jupyter.

1.5. Instrukcja w postaci jednego pliku...

... jest rowniez dostepna.


https://nbviewer.jupyter.org/urls/temisto.immt.pwr.wroc.pl/~myszka/Jupyter/Rozdzielczosc.ipynb
http://kmim.wm.pwr.edu.pl/myszka/wp-content/uploads/sites/2/2017/11/I02a.pdf
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