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Pierwsza czedé podrecznika sktada sie z szedciu rozdzialéw. Pierwszy
z nich zawiera pewne informacje wstepne, ktére powinny byé z ucznia-
mi przedyskutowane. Drugi jest powiecony waznemu zagadnieniu
metod numerycznych — teorii bledéw. Wigkszosé oméwionych w pod-
reczniku metod numeryeznych wiaze sig z wielomianami. Dlatego
rozdzial trzeci jest pogwigeony wielomianom, potraktowanym jako
wazna Klasa funkeji w teorii metod numeryeznych. W rozdziale
czwarbym podane sa dwie metody konstrukeji wielomiandw aproksy-
mujacych funkeje ciagle. Rozdzial piaty jest podwigeony metodom
rozwigzywania réwnan z jedna niewiadoma, w szezregdlnodei — rdwnan
algebraicznych. Rozdzial szésty omawia kilka przyblizonych metod

- obliczania calek oznaczonych. Niektére metody sa uzasadnione za
pomoes twierdzen. Prostsze twierdzenia sa udowodnione, natomiast
w praypadku trudniejszych twierdzeh wskazana jest odpowiednia
literatura w jezyku polskim. Zrozumienie dowoddéw niektérych twier-
dzerh wymaga znajomodei twierdzenia o wartogei dredniej Lagrange’a.
Warto moze tes zapamietaé, ze w telicie uzywane sa symbole o naste-
pujacym znaczeniu: T — twierdzenie, P — przyklad, A — algorytm,
D — definicja.

Drugi rozdzial drugiej czedei podrecznika jest poswigcony jezykowi
ATLGOL 60. W poszezeglnych paragrafach tego rozdziatu omawiane
sa pojecia tego jezyka oraz ich zastosowanie do budowy programdéw
w jezyku ALGOTL. Od czasu do czasu podawane sg réwnies informacije
o ALGOTLu 1204 — konkretnej realizacji jezyka wzorcowego ALGOL
60. Chodzi bowiem o to, aby umozliwi¢ uczniom poznane metody od
razu sprawdzaé na maszynie. Wydaje sie, ze W Polsce powinien byd
najlatwiejszy dostep do maszyn ODRA 1204, ktére sg wyposazone
w translatory ALGOLu 1204.

W podreczniku podane sg liczne przyklady programéw realizu-
jacych te zadania, ktére omdéwione sg W pierwsze] czesel podrecznika.
Ponadto, w dodatku do niniejszego podrecznilka podanych jest Lillea,
procedur lub pelnych programdéw w jezyku ALGOL 1204, realizu-
jacych niektére algorytmy lub metody.

Czese 1

Teoria metod numeryeznych

Rozdzial 1

INFORMACJE WSTEPNE

Co to sg metody numeryezne ¢ .

Nie jest tatwo wymienié¢ zagadnienia, ktérymi zajmujemy sig w tym
dziale matematyki. Mozna by powiedzieé, chociaz nie jest to okreslenie
dokladne, ze metody numeryezne zajmuja si¢ rozwiazywaniem zadari
matematyeznych, w ktéryeh dane i wyniki sa liczbami. Nie jest to
dyseyplina nowa, poniewaz obliczeniami ludzkodé zajmuje sie od
niepamietnych czaséw. Jednakze burzliwy jej rozwd] rozpoeral g
niedawno, z chwila pojawienia sig szybkich maszyn matematycznych.
Elektroniczne magzyny cylrowe umodliwily rozwiazywanic takich
zadai, ktérych dawnymi metodami, nawet za pomoca arytmometrdw
elektrycznych, nikt nie byl w stanie rozwiazaé, gdyz wymagaty wy-
konania setek tysigey dzialaf arytmetycznych. Wraz z nowymi
mozliwodeciami obliczeniowymi zrodzily sie nowe zagadnienia. Wielk-
sz086 zagadnied zwigzanych z procesem obliczen jest tredcia metod
numeryecznych. Wazniejsze z nich oméwimy w niniejszym podreczniku.

Okazato sie, ze wykonanie obliczen za pomoea maszyn cyfrowych
musi byé poprzedzone pewnymi czynnosciami przygotowawezymi.
Do wazniejszych zaliezamy:

a) wybér metody numeryeznej dla danego zadania,

b) analiza dokladnoéei wynikdw,

¢) opracowanie algorytmu,

d) opracowanie programu obliczen.

Postaramy si¢ kazda z wymienionych czynnofci opisa¢ dokladniej.
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1.1. Wybér metody numeryeznej

Celem obliczen. moze byé na przyklad rozwiazanie réwnania kwa-
dratowego, rozwiazanie ukladu réwnan liniowych, obliczenie wartosei
catki oznaczonej itp. Dla dalszych rozwazail prayjmijmy, Ze mamy do
dyspozycji maszyng wykonujaca cztery dzialania arytmetyczne:
dodawanie, odejmowanie, mnozenie i dzielenie, oraz umiejaca do-
datkowo obliczaé wartodei funkeji: ¢*, logz (przy czym symbolem
log oznaczyliémy logarytm naturalny, to znaczy logarytm przy
podstawic e = 2,7182818...), sinz(1), cosx, 4/x. Operacje te bedziemy
nazywali elementarnymi operacjami maszyny. Metodg numeryeczng
nalezy tak wybraé¢, aby mozna ja bylo zrealizowaé na maszynie.
Dlatego musi byé ona opisana wzorami zawierajacymi tylko operacje
elementarne.

Metody numeryczne mozna podzielié na dwie grupy: metody do-
Iladne i metody przyblizone. Do dokladnych metod zaliczamy
takie, ktére umozliwiaja uzyskanie rozwiagzania danego
radania po wykonaniu skofczonej liczby operacji ele-
mentarnych. Oczywiscie, metody te sa dokladne w teorii, tzn. przy
ralozeniu, ze wszystkie zawarte w nich operacje sa wykonywane dokla-
dnie. W praktyce operujemy na skoficzonych utamkach dziesigtnych,
a wyniki dzialan, majace czgsto rozwinigcia nieskonezone, zaokra-
glamy lub ,,obeinamy” na ktérejs cyfrze. Te zaokraglenia lub obeigcia
sg w metodach doktadnych jedynym zZrédiem bledn wynikéw obliczen,
(odrézniamy tu blad od omylki — przestawienia cyfr w liczbie, opusz-
czenia znaku, falszywe] interpretacji zadania itp.). Natomiast kaida
metode, w ktérej uzyskanie rozwiazania jest mozliwe po
wykonaniu nieskonczenie wielu operacji, zalicza si¢ do
metod przyblizonych. Wyjadnimy to na przykladach.

P. 1.1. Pierwiastki », i #, réwnania kwadratowego
ax?+brtec =0
mozna obliczyé ze wzordw:
b V4
A = b2—dac, w, = ——— Wy = ——}
@

(1) Jako argument @ przyjmujemy miare teoretyczng kata.

Ty = WiWy, Ty = W;—W,.
Powyisze wzory opisuja, oczywiscie, dokladna metode numeryczna.
P.1.2. Tnnym praykladem dokladnej metody numeryeznej jest
metoda eliminaeji, stosowana dla rozwiazywania ukladu » réwnan
liniowych z % niewiadomymi, np. ukladu
3x+t+y—2z =0,
2z+y+32 =10,
zty+ 2 =17
Jednakze wigkszodei zadan nie undaje sig rozwiazaé metodami
dokladnymi.
P. 1.3. Nie znana jest dokladna metoda rozwiszywania réwnania
2siny—z = 0.
Znane sa natomiast liczne metody przyblizone dla tego typu zadar.
Niektére z nich sa oméwione w rozdziale 5. Na prayklad zastosowanie
metody Newtona (5.11) prowadzi do nastepujacego wzoru oblicze-
niowego dla tego zadania:
(L1) v 2sina,—a;

=gt
41 *
! " 2cosx,—1

Wzdr ten wykorzystuje sie w nastepujacy sposéb: Wybiera sig wpierw
liczbe x,. Na ogél powinna to byé liczba nieduzo réznigea sie od
dokdadnego pierwiastka. Teraz dla 7 = 0 mozna obliczy¢ warto$é
prawej strony wzoru (1.1) 1 uzyskad liczbe x,, lezaca na ogdl blizej
pierwiastka anizeli ;. Obliczajac dalej warto§é prawej strony dla 2,

; ; 3 i i
otrzymamy liezbe «, itd. Przyjmujac na przyklad z, = obliczamy

7 (1.1)

2, = 2,0000 0000

@, = 1,9009 9560
(1.2) zy = 1,8055 1165

@y = 1,8054 9427
v, = 1,8954 9427
UzyskaliSmy w ten sposéb ciag liczb zbiezny do pierwiastka rozpatry-
wanego réwnania, ktéry z dokladnodein dziewigciu eyfr znaczacych
jest réwny 1,8954 0427.(1)

(*) Pojecie cyfr znaczgeych jest okreslone w definicji D.2.4, str. 32.




Poniewaz kazda nastepna liczba w ciagu (1.2) lezy blizej pier-
wiastka od poprzedniej, metode opisana w przykladzie 1.3 nazywamy
metoda kolejnych przyblizer. Metoda opisana wzorem (1.1) nie jest
doktadng metods numeryczna, poniewaz dla uzyskania dokladnego
pierwiastka musieliby$my obliczyé nieskonczenie wiele wyrazéw ciagu
(1.2), co w praktyce jest niemozliwe, a z drugiej strony niecelowe. Na
0g6! po obliczeniu kilku czy kilkunastu przyblizen otrzymuje si¢ przy-
blizong wartodé pierwiastka wystarczajaco dokladna dla praktycznych
potrzeb.

Rozpatrzmy jeszeze inny prayklad zadania, dla ktérego nie istnieje
dokladna metoda numeryezna.
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P. 1.4. Obliczyé catke oznaczona I = f

o £

Numeryczne metody obliczania ecalek oznaczonych sa oméwione

w rozdziale 6. Stosujac va przyklad metode szeregdéw potegowych,

oméwiong w § 6.4, mozemy dokladna wartosé catki przedstawié
w postaci nieskonczonej sumy

sina
dx.

&

___1r_1_ 1 o _____1__*4._”_

3-31 ' 3-5! (2n+1) (2n4-1)!
Réwniez w tym przypadku nie jest praktycznie mozliwe obliczenie
doktadnej wartodei calli, poniewaz wymaga to zsumowania nieskon-
czenie wielu wyrazéw szeregu (1.3). Okazuje sig jednak, Ze jesli jako
prayblizona wartoéé catki przyjmiemy sume S, » pierwszych wyrazow
szeregu (1.3)

(1.3) I=1 I (-

o ) 1
S = _r,
T Z( ) (2¢+1) (2i-4-1)1°
i=0
to wéwezas modul(l) réznicy pomiedzy dokladng i policzong wartos-
cia calki jest nie wigkszy od pierwszego nie dolaczonego do sumy
8, wyrazu szeregu (1.3). Stad wynika, ze

L S
(B4 Rl < (2n+3) (2n-+3)!"

() Zamiast méwié: ,,wartosé bezwzgledna wyrazenia...”’ bedziemy méwié:
,modul wyrazenia...”.
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Jesli, w szezegdlnodei, jako przybliZona warto§é caiki przyjmiemy
sume pigeiu wyrazéw szeregu (1.3), to bedzie ona réznila sie od do-

1
kladnej wartosei o ‘mniej nit ——— ~ 2-107°.

Doszlidmy tu do pewnego waznego pojecia zwiazanego z przyblizo-
nymi metodami numeryeznymi, tzw. bledu metody. Kazda bowiem
przyblizona metoda numeryczna moze doprowadzié do dokladnego
rozwiazania po wykonaniu nieskonezenie wielu krokéw obliczenio-
wych. Poniewaz praktyecznie nie jest to moiliwe, musimy w pewnym
miejseu obliczenia przerwaé, a tym samym zdecydowaé sie na przy-
blizony wynik zadania. Wéwezas pojawia sie bardzo wazne pybanie.
Jak duzym bledem obarczone jest obliczone rozwigzanie? Blad ten
zwiazany jest z metoda, dlatego nazywamy go blpdem metody. Bywa
on tez, ze zrozumiatych wzgledéw, nazywany hMedem obeigeia. Dla nie-
ktérych przyblizonych metod numeryecznych blad metody mozna
doéd tatwo i doéé dobrze oszacowaé. Na przykiad w przypadku metody
zastosowanej w przykladzie 1.4 oszacowanie takie jest okreslone nie-
réwnodcia (1.4). Dla wielu jednakie metod oszacowanie bledu metody
jest zadaniem bardzo trudnym.

1.2, Analiza dokladnofei wynikow

W tym miejscu musimy sobie zdaé sprawe z faktu, ze obliczo-
ne wyniki danego zadania matematycznego sa prawie zawsze obar-
czone bledami, a tym samym réznia sie od wynikéw dokladnych.()
Takie stwierdzenie moze budzié watpliwodei, poniewaz w podrgezni-
kach szkolnyeh mamy wicle takich zadaid, ktérych rozwiazania sa
dolctadne. Sa to jednak specjalnie dobrane zadania, tak aby ulatwié
ucgniom prace.

Waznym, chociaz nielatwym, zadaniem metod numeryecznych jest
szacowanie wielkodei bleddéw obarczajacych wyniki obliczeni, to zna-

() Mdwige o bledach ma sie na mysli bledy nierozerwalnie zwigzane z pro-
cesem obliczert (np. bledy spowodowane zaokraglaniem liczb), a nie pomytki
spowodowane takim czy innym niedopatrzeniem (np. przestawieniem dwu
cyfr lub wykonaniem dziatati na niewladciwych danych). Wszelkie pomylki
mozna latwo wykryé i wyeliminowad, np. przez powtdrzenie obliczerl.




ezy znajdowanie licsby ograniczajacej z géry modul réznicy pomigdzy
dokladnym i obliczonym rozwiazaniem. Uzyliémy tu stowa ,szaco-
wanie”’, gdyz doktadne obliczenie bledu nie jest moiliwe. Aby prze-
prowadzié sensowna analize bleddw, musimy przede wszystkim zdaé
sobie sprawe z tego, jakie sg Zrédla ich powstawania.

Numeryezne wyniki zadan zawierajs bledy powstajace na ogél
w dwdch momentach: a) przy matematycznym opisie badanego zja-
wiska i preygotowaniu danych liczbowyeh do obliczei, b) podezas wy-
konywania obliczent. Dane uzyskane z pomiaréw wielkodei fizyceznych
(temperatury, ciénlenia, dlugodei, natezenia itp.), zwane danymi
empiryeznymi, sa na skutek niedokladnodei prayrzadéw pomiarowych
obarczone bledami pomiardw. Istnieja rédwniez dwa frddla powstawa-
nia bledéw w czasie wykonywania obliczen. Pierwszym z nich jest
stosowanie przyblizonej metody numeryeznej, o ezym byla mowa
w § 1.1. Ten typ bledu we wszystkich jego mozliwych postaciach be-
dziemy nazywali bledem metody.

Drugim #rédlem sa zaokraglenia. Liczby biorgee udrial w obli-
czeniach sa zapamietywane w pamieci maszyny. W kaidej komdree
pamieci moze hyé zapisana liczba o skortezonej ilodei oyfr dziesietnych,
np. 109 Z tego powodu wszystkie dane zawierajace wigcej niz 10
eyfr nie moga byé¢ zapisane w pamiecl dokladnie. Nie mozna na
przykiad dokladnie zapisaé jakiejkolwick liczby niewymiernej (4/2,
e, @, ...). Podobnie nic uda sie zapisaé¢ dokladnych wartosci liczb
wymiernych o nieskoficzonym rozwinigciu dziesietnym. Kazda taka
liczba moze by¢ wpisana do pamieci po obeigein do 10 eyfr 1 zaokragle-
niu. W ten sposéb tworzy sie blad zaokraglenia. Blad zaokraglenia
moze powstaé réwniez przy wykonywaniu operacji arytmetycznych na
liczbach. Wiadomo bowiem, ze iloraz dwu liczb o skoiczonych rozwi-
nieciach dziesigtnych moze mieé rozwinigeie dziesigtne nieskonczone
(np. 3:7), a ich iloczyn ma tyle cyfr ile maja oba czynniki taeznie.
Aby wynik mnozenia lub dzielenia mozna bylo wpisaé do pamieeci,
konieczne jest réwniez odrzucenie koncowyech eoyfr i zaokraglenie.

Niezaleznie od przyczyny, dla ktdérej pewna wartodé jest nie-
dokladna, podezas wykonywania dziatain na liczbach obarczonych

(1) W rzeezywistodei liczby w maszynie sg zapamietywane na ogét w syste-
mie dwéjkowym. Analiza bleddw nie zalezy jednalk od przyjetego systemu

liczenia.
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blodami wystepuje zjawisko przenoszenia sie bleddw z da-
nych na wyniki. Jest to zjawisko bardzo nicbezpieczne, szeze-
golnie przy duzej ilodei dziatan (rzedu tysieey lub wiecej), poniewas
moze spowodowaé bardzo znaczne znicksztalcenie wynikdw.

P. 1.5, Zmierzono krawed? szedeianu z dokladnogeia 1 em i uzyska-
no wynik 75 em. Obliczyd objetodd szedeianu.

Z faktu, ze pomiaru dokonano z dokladnoscia | om wynika, Ze
dhigod$é krawedzi szecianu moze byé kazda liczba zawarta miedzy
74 6m 176 cm. Zatem objetos¢ tego szescianu moze byé dowolna liczba
zawarta miedzy T4%m® = 405244 cm® i 76%cm® — 438976 om®. Jedli
dla objetodei przyjaé srednia arytmetyczna obliczonych wynikéw, to
mozemy wowezas powiedzied, ze objetodé szefcianu  jest réwna
422110 em® z bledem 16 866 ¢m?.

Z powyzszego przykladu widaé, jak bardzo blad pomiaru wplynal
na wynik obliczet. Mozna sobie wyobrazié jak bardzo moga byé
znicksztateone wyniki, kiedy na wielu danych empiryeznych wykonuje
sie duza ilodé dziatan. Sytuacja moze ulec poprawie jedynie wtedy,
kiedy bedziemy dokladniej mierzyé. To jest mozliwe wtedy, gdy
bedziemy mieli do dyspozycji odpowiednio dokladne przyrzady pa«
miarowe.

W nastepnym rozdziale jest przedstawiona teoria bleddéw maksy-
malnyeh, umozliwiajaca okredlenie wielkosei bledéw przenoszonych
z danych obarczonych bledami na wyniki operacji arytmetycznych.
Nalezy tu wspomnieé, ze opréez teorii blgdéw maksymalnych istnieja
inne teorie opisujace to zjawisko. Na prayklad bardzo dobrze opisuje
go statystyezna teoria bleddw, poniewaz sam proces przenoszenia sie
bledéw jest zjawiskiem przypadkowym.

1.3. Opracowanie algorytmu

W nowoezesnej praktyce obliczeniowej zadania wymagajace
wykonania duzej ilo§ci obliczen rozwiazuje sie za pomocs maszyn
cyfrowych. Rozwigzanie zadania przez maszyne musi by poprzedzone
opracowaniem algorytmu, a nastepnie programu obliczer.

Co to jest algorytm?

Aby odpowiedzieé na to pytanie, musimy zdaé sobie sprawe z na-
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stepujacego waznego faktu. Maszyna cyfrowa wprawdzie potrafi
wykonywaé wiele réznych dzialari na liczbach, jednakie ona nie
myéli. Dlatego caly proces myslowy, jaki powinien by¢ przeprowa-
dzony w czasie rozwiazywania zadania, musi byé zawarty w algo-
rytmie. Nie bedziemy podawali tu doktadnej definicji algorytmu,
a tredé tego pojecia postaramy sie opisaé na praykiadach. Szezegdlowy
algorytm dolkladnie opisuje wszystkie operacje i czynnosei, podajac
kolejnoéé ich wykonywania, ktére prowadza do uzyskania rozwigzania.
Postuzymy sle przykladem.

P. 1.6. Niech. beda dane trzy liezby rzeczywiste a, b, ¢, (@ # 0).
Rozpatrzmy réwnanie

ax?-br-fc = 0.

Nalezy wyznaczyd liczhe 7 réinych pierwiastkéw rzeczywistych
tego réwnania i obliczyé¢ wartodei tych pierwiastkéw. Wiadomo, Ze
réwnanie kwadratowe posiada pierwiastki rzeczywiste wtedy, gdy
A = b®—4dac = 0. Metoda obliczania tych pilerwiastkéw jest dobrze
zmana (odpowiednie wzory byly podane w przykladzie 1.1). Liczbg
r rzeczywistych pierwiastkéw réwnania mozna wyznaczy¢ latwo,
badajac znak A. Mianowicie:

jesli A4 =0, to r = 2,

jesli A =0, to r =1,

jedli 4 << 0, to 7 = 0.

Poprawny algorytm musi zawieraé analize wszystkich mozliwych
praypadkéw, jukie moga zdarzyé sie w czasie wykonywania obliczen.
Algorytm powinien takze zawieraé wszystkie wzory obliczeniowe,
jakie naleiy stosowaé w kazdym z przypadkdw, jakie maja miejsce
w ezasie obliczer.

Przedstawimy teraz jedna z mozliwych wersji algorytmu dla
zadania sformulowanego w przykladzie 1.6.

A. 1.1, Obliczanie liczby r pierwiastkéw rzeczywistych réwnanin
aw? L batc =0, a # 0, oraz wartodci tych pierwiasthow w,, @, (gdy
r=2) lub », (gdy r=1).

Pray rozwiqzywaniu powyészego zadania nalezy wykonac naste-
pujgee obliczenia.

1) Obliczyé:
A = b?—dac.
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2) Zbaded znalk A, prey caym:
a) jesle A >0, to

% —b—/4 —b4+A
== 2, =, By =,
. Qe 2a
b) jesls A =0, fo
b
o= ]., T = '—?ﬁ;,
e) jesli A4 < 0, to
¥ =0

1.4. Opracowanie programu obliczeri

Algorytm okreéla jednoznacznie sposéb rozwigzywania danego
zadania. Zawiera on wszystkie wzory, ktére wykonane w okreglonej
kolejno$ei prowadza do rozwigzania. Na podstawie algorytmu kazdy,
kto rozumie sens podanych tam wzoréw, moze juz latwo, w sposéb zu-
pelnie mechaniczny, zadanie rozwigzaé. Jedli jednak przekazujemy
obliezenia na maszyne cyfrowa, musimy jeszeze opracowad tzw. pro-
gram obliczer.

Program obliczen jest réwniez opisem algorytmu, ale zapisanym
w taki sposéb, aby mogta go rozumied maszyna eyfrowa. Kazda bowiem
maszyna ma swoj jezyk, zwany jezykiem wewnetrznym, stu-
#acy do porozumiewania si¢ z nig czlowieka.(*)

Mozna by krétko powiedzied, ze program jest opisem algorytmu
w jezyku wewnetrznym maszyny. Program obliczen zawiera na ogdt
nieco wiecej elementéw anizeli algorytm. W programie na przyklad
musi byé okreélony sposéb drukowania wynikéw obliczen, kolejnodé
czytania danych itp. Méwiac krétko, program winien byé tak opra-
cowany, aby na jego podstawie ,,niemy$laca’” maszyna mogla zupeinie
automatycznie, bez ingerencji czlowieka, wykonaé wszystkie czyn-
noéei i obliczenia konieczne dla uzyskania poprawnych wynikéw.

(1) Nalezy w tym miejscu wyjasnié, Ze uzywanie takich zwrotéw jak:
,.jezyk maszyny”, ,;porozumiewanie si¢ z maszyna’’ itp. jest technicznie uza-
sadnione.
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Programowanie, tzn. zapisywanie algorytmu w jezyku wewne-
trznym maszyny, jest ezynno$eia bardzo pracochtonna i na ogdl —
zmudna. Dlatego w ostatnich latach czynno$é programowania po-
wierza sie do wykonania samej maszynie.

Ostatnio w Swiecie, a takie w Polsce, uzywane sa uniwersalne
jeryki algorytmiczne dla zapisywania zardwno algorytméw jak i pro-
graméw. W obecnej chwili powszechnie uzywa sie jezyka ALGOL 60
(ALGOrithmic Language) opracowanego w 1960 roku przes zespol
13 matematykdw zachodnioeuropejskich i amerykariskich. Opis tego
jezyka, wprawdzie niekompletny, ale wystarezajacy dla nauczenia sie
podstaw, ktére umozliwia nam opracowywaé wiele algorytmdéw i pro-
gramdw, znajduje sie w drugiej czedel niniejszego podrecznika. Jezyk
ten ma te zalete, Ze zapisane w nim algorytmy sa ezytelne i tatwo zro-
zumiale dla czlowieka (mozna go stosowaé w publikacjach), a réwniez
oprzed¢ na nim programowanie. Oczywidcie maszyna moze taki algo-
rytm wtedy ,zrozumieé¢”, kiedy jest wyposagzona w tzw. translator
ALGOLu, tzn. program tlumaczacy tresé algorytmu zapisanego w je-
zyku ALGOL na swoj wlasny jezyk wewnetrzny. Polskie maszyny typu
ODRA sa w takie translatory wyposazone.

7 powyiszego wynika, ze w przypadku kiedy algorytm zostanie
opracowany w jezyku algorytmicznym, np. ALGOLu, to wtedy juz
nie ma potrzeby przygotowywania programu w jezyku wewnetrznym
(maszyna potrafi wyprodukowaé¢ go sama w oparciu o algorytm zapi-
sany w jezyku ALGOL). W takiej sytuacji nie ma igtotnej réznicy po-
miedzy algorytmem i programem. I dlatego algorytm przygotowany
w jezyku algorytmicznym jest réwniez programem obliczen dla ma-
SZYNY. .

Aby zrozumied zasade opracowywania programéw w jezyku algo-
rytmicznym, sprébujmy taki program opracowaé dla algorytmu 1.1.
Program ten zapiszemy w jezyku nieco podobnym do ALGOLu (po-
niewaz ALGOLn jeszceze nie znamy). Wydaje sie, ze tre§¢ tego pro-
gramu powinni$my bez trudnodei zrozumieé. Wyjadnimy tylko sens
tzw. instrukeji podstawienia, ktéra bedziemy, podobnie jak w ALGOLu
zapisywall w postaci:

Z: =W,

gdzie Z oznacza dowolng zmienng, a W — wyrazenie arytmetyczne.
Przez wyrazenie arytmetyozne bedziemy tu rozumieli po prostu pewne
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wyrazenie algebraiczne, np. b*—d4ac, - 5 itp. Instrukeja podsta-

wienia poleca obliczy¢ wartosé liczbows wyrazenia arytmetycznego W
i podstawié ja pod zmienng Z. Na przyldad instrukeja Z: = 1 poleca
podstawié pod zmienna Z wartosé L. Inne symbole czy zdania wyste-
pujace w programie nie powinny nastrgezaé trudnosel.

Ustalimy teraz znaczenie poszezegdlnych zmiennych wystepuja-
cych w programie, czyli dokonamy tzw. opisu zmiennych. Be-
dziemy wykorzystywali w programie zmienne rzeczywiste: a, b,
¢, A, 2, 1 %, zgodnie ze wrorami wystepujacymi w algorytmie A. 1.1,
i dodatkowe dwie zmienne rzeczywiste w,, w,, ktére nazwiemy zmien-
nymi roboeczymi, shizacymi dla uwlatwienia zapisu programu.
Opréez tego w programie wystapi jedna zmienna calltowita, okres-
lajaca ilog¢ picrwiastkéw rzeczywistych.

W maszynach wystgpuje wyrazny podzial na liczby catkowite
i niecatkowite, zwane rzeczywistymi. Liczby te sa w maszynie przed-
stawiane réznie, a dzialania na nich sa wykonywane przez inne bloki
maszyny. Z punktu widzenia czystej matematyki taki podzial jest
niekonsekwentny, poniewaz wiadomo, ze liczby calkowite sa pod-
zhiorem liczb rzeczywistych. Nieco wiecej informacji o tych dwu
postaciach liczb znajdzie czytelnik w 1 rozdziale 1T czesei.

Zapiszemy teraz nasz program za pomoca jezyka przypomina-
jacego ALGOT:

Poczatek programu;

Czytaj (a, b, ¢);

A = b2—4dac;

Jedli A << 0, to id% do 1, w przeciwnym przypadku
Jegli A = 0, to id% do 2, w przeciwnym przypadku

¥y — 25
b
Wy L= — ]
1 2’
VA
s :
2 2a
&y = W;—Ws;



Xyt = Wi

Idz do 3;

9% g pem Ly
:Bl::—“-z-“—;
Xy = By
Idz do 3;

Ly s =0y
@ =y = 0;

3: Drukuj (r, 2y, %);

IKoniec programut.

Zauwazmy, #e w praypadku kiedy 4 = 0 program podstawia
@, — #,. Oznacza to, ze w tym przypadku zostang wydrukowane
dwa jednakowe pierwiastki. Natomiast w przypadku A << 0 program
podstawia @, = @, = 0. Oznacza to, Ze W przypadlku pierwiastkéw
zespolonych (o czym informuje warto$é r), program wyprowadza
trzy liezby réwne zero.

Przedledzimy teraz dzialanie programu w przypadku: e =1,
b= —3,¢c=2.

Po instrukeji Czytaj (@, b, ¢) zmienne a, b, ¢ przyjma konkretne
warto$ei 1, —3, 2. Po wykonaniu pierwszej instrukeji podstawienia
zostanie obliczona wartodé A réwna 1. Poniewai 4 > 0, wige program,
przejdzie do wykonania drugiej instrukeji ,,Jesli” (gdyby 4 << 0, to
nastapitoby przejdcie do instrukeji oznaczonej numerem 1). Druga
instrukeja ,,Jedli”’ spowodowalaby przejicie do instruleji o numerze
2, gdyby A réwnalasigzero. Nastgpuje natomiast przejScie do instrukeji

g : . 555 3
podstawienia 7: = 2, Nastepnie oblicza sie wartosé w, = 7 oraz

1 ; . .
wartodé w, =5 Dalej obliczone zostana wartodei =z, — 11 @, = 2.

Po wykonaniu tych ozynnosei program przejdzie do wylkonania
instrukeji oznaczonej numerem 3. Instrukeja ta spowoduje wydruko-
wanie liczb: 2, 1, 2, to znaczy ilofei pierwiastkéw rzeczywistych
réwnania i ich wartogel.
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ZADANTA

1. Opisa¢ metode eliminacji rozwigzywania ukladu réwnai:

n_F
by blyﬂ$§1
o+ bz?i_‘:l Cas

przy zalozeniu, Ze a; # 0 i ¢ b,—a,b; # 0.

2, Opracowaé algorytm dla metody eliminacji rozwiazywania uktadu
dwu rdéwnan linjowych z dwiema niewiadomymi.

3. Nicch celem obliezen bedzie wyznaczenie /. W jakich przypad-
kach metoda szkolna, rozpoczynajaca od pogrupowania cyfr po
dwie w abie strony od kropki dziesigtnej, jest metods przyblizonsa ?
Znalezé oszacowanie bledu metody.

4. Pierwiastek kwadratowy z dowolne] liczby ¢ = 0 mozna obliczaé
z8 POIocg WZoru iterasyjnego:

1 7
(1.5) ‘ Tl = g wﬁ‘;}; )

uzyskanego re wzorn Newtona (5.11). Obliczy¢ przyblizona wartodé
V2, przyjmujac x, = 1. Porédwnujac kilka pierwszych wartosei .
przyblizonych z dokladng wartodeia 4/2 = 1,4142136. . ., okre§hé
szybkosé zbieznodci ciagu kolejnych przyblizen do pierwiastka,
tzn. oszacowad blad metody.
Wskazéwka. Obliczenia za pomoca wzoru (1.5) prowadzié na
ulamkach zwyezajnych, a nastepnie zamieniaé je na dziesigtne
i obliczaé dla kolejnych przyblizen réinice |x,—4,/2].

5. Dane sa dwie liczby rzeczywiste @ 1 6. Opracowad algorytm znaj-
dujacy wicksza z nich.

2 — Metody numeryczne i programowanie 17




Rozdziat 2

TEORIA BLEDOW

2.1. Podstawowe pojeeia teorii hledow maksymalmyeh

Podstawowych pojeé teorii bledéw maksymalnych jest pieé: wiel-
kosé, dokladna wartodé wielkodei, przyblizona wartosé
wielko§ei, btad bezwagledny wartosdci przyblizonej, liczba
przyblizona. Trzy pierwsze pojecia przyjmujemy w tej teorii jako
pojecia pierwotne. Postaramy sig opisad je za podrednictwem praylkias
déw. )

Wielkoseia moze byé dowolna stata matematyczna, wynik okredlo-
nego dzialania, pierwiastek rozpatrywanego réwnania itp. Na przyklad
7 jest okredlona jako stosunek obwodu okregu do jego érednicy,

il
2 = lim (1 4—»%), 4/2 jest pierwiastkiem réwnania lkwadratowego

N—>00
222 =0,
Przez warto$é dokladng wielkodei rozumiemy wartosé wynikajaca
wprostz definieji tej wiellodei, a wiec nie obarczony zadnymi bledami.
Natomiast wartoSeia przyblizona wiellodei bedziemy nazywali war-

tosé licebowa otrsymang w wyniku obliczen. Oczywidcie, prawie nigdy -

nie otrzymamy w wyniku obliczen dokladnej wartosci. Zostanie ona

znieksztatcona skutkiem zaokraglania lub uzywania przyblizonych me- -

tod obliczeniowych.

Mozemy mieé do czynienia réwniez z wielkodciami fizyeznymi,
talkimi jak: cinienie, temperatura, dlugodé, stezenie, itp. Sensowne
okreflenie  dokladnej wartodei wielkogei fizyezne] jest najezedciej
niemozliwe. Dokladna wartosé taki\ej wielkodei mogliby$my wéwezas
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otrzymaé, gdybysmy mogli ja zmierzyé przyrzadem nieskonezenie
doktadnym. Niestety takich przyrzaddéw pomiarowych praktycznie
nie da sie nigdy wykonad. Natomiast przyblizona wartodcia wielleodei
fizyezne] bedziemy nazywali te wartodé, ktéra uzyskamy z pomiaru
aktualnie dostepnym przyrzadem pomiarowym. Formalnie rzecz
biorac kazda liczba jest warto$cia przyblizona dla danej wielkogei.
Na przyklad przyblizeniem liczby m moze formalnie by¢ kazda z liczb:
3,1415, 3.2, a nawet 6,25. Jednakze liczhy bardzo dalekie od wartodci
dokladnej sa w praktyce nieprzydatne. Dlatego w procesie oblicze-
niowym staramy sie uwzgledniaé tylko takie wartosel prayblizone,
ktére mozliwie mato réznia sie od wartodei dolkladnych.

Poniewas przyblizona warto§é wielkodei nie jest okreSlona jedno-
znacznie, wige znajomosé tylko wartodei przyblizonej jest informacja
bez znaczenia. Tu moga nagunad sie watpliwosei. Wiadomo powszech-
nie, ze w réznych tablicach podaje sie tylko przyblizone wartogel
pewnych wielkodci: sinuséw, logarytméw, pierwiastkéw itp. Istniejo
tu jednak pewna oczywista umowa, polegajaca na tym, ze jedli dla
jakiejkolwiek wielkodei podana jest w tablicy jej prayblizona wartosdé,
np. z ofmioma cylrami znaczgeymi, to ona przedstawia najlepsze
przyblizenie osiagalne z ta ilogcia eyfr.

Przypusémy jednak, ze chcemy obliezyé przyblizona wartosé
wielkogei, ktérej nie ma w zadnej tablicy, bo na przyktad wielkosé
ta zostala okredlona po raz pierwszy. Przyjmijmy, ze wybraliémy
metode dla jej obliczania, opracowalismy poprawny algorytm i prze-
kazaliémy do obliczenia magzynie eyfrowej. Maszyna wykonala obli-
ezenia i wydrukowata wynik ¢ = 5,87564953. Otrzymany wynik
zawicra osiem cyfr po przecinku. Czy wolno twierdzié, ze obliczona
liczha ma wszystkie cyfry poprawne, tzn. réini sig od dokladnej
nie wigcej niz o 0,5:107%% Byloby to zbyt pochopne stwierdrzenie.
Moze sie bowiem okazaé, ze zastosowali$my tak malo doktadna metode,
a proez tego sam proces obliczeniowy wprowadzil tak duze bledy,
#e obliczona liczba jest bardzo odlegla od wartodei dokladnej. Oczy-
widcie, moze by¢ réwnicz sytuacja wrecz przeciwna, tzn. obliczona
liczba rézni sie od dokladnej dopiero na sidédmym lub dsmym miejscu
po przecinku. Nalezy oczywiscie dokonadé analizy dokladnodei i osza-
cowaé wielkodé bledu, ktérym obarczona jest obliezona liczba. W wy-
niku takiej analizy bedziemy mogli powiedzied, ze obliczona wartodé
@ r6zni sie od dokladnej wartosci 4 nie wigeej niz o da. W ten sposéb
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doszliémy do nowego pojecia teorii bledéw maksymalnych — bledu
bezwzglednego liczby przyblizonej. Pojecie to mogemy juz okreglié
za pomocy trzech poprzednich pojed.

D. 2.1, Niech 4 bedzie wartodeig dokladna, a ¢ wartodeia praybli-
zong pewnej wielkogei. Bledem bezwzglednym wartoSei przybliZzonej
nazywamy kazda liczbe Ae spelniajaca warunek

l4—a| < da,
to znaczy taka liczbe, ze

(@) as—Ada < A < atAa.

Z definicji tej wynika, Ze wartodé przyblizona a i jej blad bez-
wrgledny Aa wyznaczaja, przedziat

la—Aa; a+Ada>,

do ktérego nalezy dokladna wartoéé A. 7 definicji wynika rdwniez,
ze Jda == 0. Blad bezwzgledny nie jest okredlony jednoznacznie.

P.2.1. Wiemy, ze == 3,14159265... Wartodeia przyblizona
liczby =, czesto uiywang w rachunkach, jest liczba 3,14. Jej bledem
bezwzglednym jest na prayklad liczba de = 0,0016. Wynika stad, ze
doktadna warto§é = jest zawarta miedzy liezbami

3,14—0,0016 < = < 3,1440,0016,
to znaczy znajduje sig w praedeziale
(2.2) ¢3,1384; 3,1416).

Oczywidcle mozna przyjaé, ze bledem bezmwzglednym wartosel
przyblizone] o = 3,14 jest liczba da = 0,002 (nie bedzie to sprzeczne
z definiejg 2.1). Wiedy moglibySmy napisac, ze liczba m leiy w prze-
dziale ¢3,138; 38,1423, co jest réwniez prawda. Jednakze przedziat
(2.2) podaje dokladniejsza informacje o liczbie 7.

Znajomosé pary liczb o i da podaje tylko informacje postaci (2.1)
o wartoéci dokladnej. Informacja ta jest tym eenniejsza im mniejszy
jest blad bezwzgledny Aa.

Méwilismy w § 1.2, ze zjawisko przenoszenia si¢ bleddw z danych
na wyniki mozZna opisaé¢ za pomoca teorii blgdéw maksymalnych.
Celem sformalizowania tej teorii, wprowadzimy jeszeze jedno pojecie
— liezbe przyblizona. '
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D. 2.2, Jedli a jest wartofeia przyblizona dla wartosc dokladnej
A, obeiazona bledem bezwzglednym Aa, to parg liczb @, A, zapisana
w postaci
Aa
(2.3) @

bedziemy nazywali liczbg przyblizona dla 4.

a
Zwiazek pomiedzy liczba przyblizonaﬁz i dokladng wartoscia 4
wyrazamy za pomoca réwnoscl
Aa
A= a .
Réwnodé te nalezy rozumieé jako informacjg o wartosci dokladnej A.
Czesto te réwno$é czybamy w nastepujacy sposéb: 4 jest réwna a
7 bledem Aa.
P. 2.2. Zgodnie z przykladem 2.1 mozemy napisaé

0,0016
= 3,14

i przeczytaé: m réwna si¢ 3,14 @ bledem 0,0016.

Cyfry bledu bezwzglednego (czedei gérnej liezby przyblizonej)
piszemy nad odpowiednimi ecyframi wartosci przyblizonej (czesol
dolnej liczby przyblizonej), tzn. jednosei nad jednogciami, dziesiatki
nad dziesiatkami itd. Na ogél blad, tzn. czed¢ gérna liezby przyblizo-
nej, jest o wiele mniejszy od wartoscl przyblizonej. Dla uproszezenia
zapisu pomijamy w ezesei gérnej zera poprzedzajace picrwszg nieze-
rows cyfre, a znajdujaca sie na lewo od ostatniej cyfry czesci dolnej.

0,0016 016
P. 2.3. Zamiast 3,14  piszemy 3,14 ,
0,061 61

zamiast —0,572 piszemy —0,572.
2.2, Dzialania na liezbach przyblizonych

Zajmiemy sie teraz zagadnieniem przenoszenia sip bledu z argu-
mentéw operacji na wynik. Przeanalizujemy to zagadnienie tylko dla
dziatan arytmetycznych: dodawania, odejmowania, mnozenia i dzie-
lenia. Przed tym oméwimy jeszeze pewne podstawowe przeksztakeenia
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liczb przyblizonych, bardzo czesto stosowane w obliczeniach, a pro-
wadzace do uproszezenia, czasem skomplikowane] postaci liczby pray-
blizonej. Méwilidmy, Ze liezba przyblizona okredla przedzial, w ktérym
zawarta jest wartodé doktadna. Dlatego méwiac o praeksztatceniach
liczby przyblizonej mozemy zawsze mysleé o przeksztaleeniach prze-
dzialu. Musimy jednak zawsze pamietaé¢ o podstawowej zasadzie teorii
bleddw maksymalnych.

= i % .. o

Kazda liczba przyblizona @, zwigzana z lieczba do-
ktadna 4 musi okre§laé przedzial zawierajacy liczbe do-
kiadna.

- . . . m
Wiynika stad, ze dang liczbe preyblizona e, okreélajaca przedzial
{@—u; a-+o> mona tylko tak przeksztalcaé do nowej liczby ‘g, aby
przedzial (b—f; b4 ) zawieral w sobie poprzedni przedzial.
P - : « f
D. 2.3, Jedli liezby przyblizone ¢ i b sa takie, #e przedzial
{e—a; atay jest zawarty w przedziale (6—pg; 0--f>, to mdéwimy,
., }
ze liezha a jest w przyblizeniu réwna liczbie 'Z[f 1 piszenmy
o f
(2.4) a= b
Wprowadzona tu zostala pewna nowa relacja, zwana relacja przy-
. . T e . %
blizania. Nie jest ona relacja zwrotna, bo z relacji @ = b nie wynika

o
b = a. Strzalka wskazuje, w ktérym kierunku nastapilo rozszerzenie
przedziatu.

Czesto stosowanym przeksztalceniem liczby przyblizonej jest jej
zaokraglanie.

T. 2.1. (Regula zaokraglania). Dia dowolnej liczby przyblizone) fﬁ
i dowolnej Ticzhy rzeczywiste] b zachodzi zwigzek
3
- (2.5) a = b E
Dowdd. Nalezy wykazaé, Ze

lo—a; atay < {b—a—|a—bl; b+ta-|-|la—b|).
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Wiemy, ze
—|o—b| < a—b < [a—Db|, wige
b—o~—|a—b| < b—ata—b=a—a L ata=

= qg—btbto < |la—bl+b-te.

Udowodniliémy zatem, Ze

b—a—|a—b] <e—a« oraz  ato < je—b+bto

Regule zaokraglania stosujemy wéwezas, kiedy wynik dzialania
arytmetycznego ma duzo cyfr. Wtedy mozna odrzuci¢ ostatnie, rbedne,
eyfry, pamietajac jednakie o odpowiednim zwiekszeniu bledu bez-
waglednego. Zwykle postepuje sie tak, ze jeSli pierwsza odrzucong
eyfra jest 0, 1, 2, 3 lub 4, to cyfr pozostawionych w wartosci przybli-
zonej nie zmieniamy, jesli natomiash pierwszg odrzuconsa cyfra jesb
5, 6,7, 8 lub 9, to do pozostawionej czedci wartosci prayblizone] do-
dajemy 1 na ostatnim zostawionym miejseu dziesigtnym. Taka zmiana
liczby przyblizonej nazywa sie poprawnym zaokragleniem.

o 027

P. 2.4. Rozwazmy liczbe przyblizons e = 3,14159 Zaokraglajac
wartodé przyblizong do dwdch miejse po przecinka, otrzymamy liczbe
przyblizona

o 0,0000027 +0,00159 015927
@ = 3,14 = 3,14

Zaokraglajac te sama wartodé prayblizona do trzech cyfr po prze-
cinku, ottzymamy

o 0,0000027-4(3,14159—3,142 04127
a4 = 3,142 e B4,
to znaczy przedzial
(2.6) (3,1415873; 3,1424127).
W obu powyzszyeh przypadkach zastosowaliSmy poprawne za-

okraglenie. Mozna by przy zaokraglaniu do trzech miejse po przecinku
po prostu odrzucié pozostale cyfry. Otrzymalibysmy wowczas liczbe

05927 .
3,141 , to znaczy przedzial
(2.7) {3,1404073; 3,1415927.



Z twierdzenia 2.1 wynika, ze oba przedzialy (2.6) i (2.7) zawieraja
dokladna warto$é, Zauwazmy jednak, Ze przedzial (2.6) ma dilugoéé
réwna 0,0008254, natomiast dhugodé drugiego przedzialu wynosi
0,0011854. Poniewaz przedzial (2.6) jest okolo pdltora raza krétszy
od przedziatu (2.7), to wynika stad, e poprawne zaokraglenie pozo-
stawia dokladniejszg informacje o wartodci dokladnei.

Stosujac regule zaokraglania otrzymujemy liezbg przyblizona z wie-
loeyfrowym bledem. Ostatnie cyfry bledu nie sa zbyt cenne, mato
wplywaja na nasze wiadomodei o wartodel dokladnej. Mozna wige
pewng ilodé eyfr bledu odrzucié. Nalezy jednak pamietaé, aby nie
spowodowaé przy tym zweZenia przedzialu. Korzysta sig przy tym
z tzw. reguly rozszerzania.

T. 2.2 (Regula rozszerzania). Jesli § = o, fo

o« f

& = .
Dowdéd twierdzenia jest oczywisty.
W praktyce z tej reguly korzysta sie w ten sposéb, ze w gdrnej

czedel liezby przyblizone] pozostawia sie jednglub dwie cyfry znaczace.
P. 2.5. Stosujac regule rozszerzania, moZemy napisaé:
015927 016
3,14 = 3,14

041127 05
3,142 = 3,142

06927 06
3,141 = 3,141
Zajmiemy sie teraz dziataniami arytraetyeznymi na liczbach przy-
blizonych. To pozawoli nam zorientowaé sie w dzialaniu mechanizmu

przenoszenia sig bledéw z danych na wyniki poszezegélnych operacji.

Wyjaénimy wpierw ogdlng zasade wykonywania dziatan arytmetyesz-

nych na liezbach przyblizonych. Przypuiémy, ze wykonujemy dzia-
" :

lanie ¢ @ b, gdzie symbolem & oznaczyliSmy jedng z operacji arytme-

tycznych: +, —, -, :. Wynikiem takiego dzialania jest znowu liczba

¥
przyblizona ¢. (Zauwaimy, ze liczbe dokladna mozemy réwniez nwa-
Zaé za liezbe przyblizona z bledem zero.) Wykonajmy teraz operacje
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2 @y na wszystkich moiliwych parach x 1 y, gdzie:
@ ela—a; atp> =1, yelb—p; b4p>=J. (Symbol @ e {u;v)
czytamy: x nalezy do przedziatu (u; v).) Spofréd wszystkich mo-
zliwych wynikéw istnieje najmnicjszy
m = min(x d y)
x€rl
yeJ
oraz najwiekszy :
) M = max(xz y).
xel
yed

a f ; o
Przez wynik operacji arytmetycznej a @ b bedziemy rozumieli
e ; ;
liczbe przyblizong ¢, okreslajaca przedzial {m; M.

Majac przedzial zwiazany z liczba przyblizona, mozemy juz fatwo
wyznaezyé sama liczbe przyblizong. Mianowicie, czedei dolna i gérng
wyznaczamy e Wzoréw:

m - M M—m
g * YT T

=

. 1 1
P.2.6. Pomnozy¢ liczby przyblizone 5,1 i 6,2.

Spogréd wszystkich mozliwych iloczynéw postaci x-y, gdzie
2 e (5,0;5,2), y € <{6,1; 6,3>, najmniejszy jest réwny 30,50, natomiast
najwiekszy réwna sig 32,76. Zatem iloezyn liczb przyblizonych jest
okreglony jako przedzial ¢30,50; 32,76). Przedzial ten mozemy zapi-
saé w postaci lezby przyblizonej, przyjmujac za czedé dolna jego
4rodek, a za czedé gbrna — polowe jego diugosei (zgodnie z powyizszymi
wzorami dla ¢ i y). Otrzymamy wéwezas

1 1 113
5,1.6,2 = 31,63.

Stosujae opisang wyzej ogdlng zasade dziatan na liezbach przy-
blizonych, moglibyémy latwo wykonaé dowolna operacje arytme-
tyczna, a takie kaids inng operacje, na liczbach przyblizonych.

Aby jeszeze wlatwié wykonywanie dzialan arytmetyeznych na
liczbach przyblizonych, podajemy odpowiednie wzory.
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T. 2.3 (Dodawanie i obejmowanie liczb przyblizonyech). Zachodzg
rwtqeke

+
(2.8) 2 +g = Z+§
- “_B_utb

e oo f
Dowéd. Niech liczby prayblizone a i b beda zwiazane z warto-
sciami dokladnymi 4 i B, to znaczy, ze
o—o < 4 < ata,
b—f < B < b+

Dodajae powyzsze nieréwnodei stronami, otrzymamy

(@+b)—(a+p) < A+ B < (atb)4(24-p).
Z tych nieréwnodci widaé od razu prawdziwosé wzoru (2.8).
Dla dowodu wzoru na odejmowanie zauwaimy, ze jedli liezba

prayblizona b jest zwigzana z wartoscia doktadna B, to z wartodcia

dokladna — B jest zwiazana liczba —b, poniewas zmiana znalu war-
tosei przyblizonej nie moze zmienié jej bledu bezwzglgdnego. Mamy
wiec

x B« I

a—b =a+4(—0b).
Korzystajac teraz ze wzoru na dodawanie liczb przyblizonych, otrzy-
mujemy natychmiast (2.9).

P.2.7
92 11 1192 1202 13
14,521 +22,6 =37,121 = 37,12 = 37,12.
Zauwazmy, %e po wykonaniu dodawania wedtug wzoru (2.8),
zastosowalismy, w celu uproszezenia wyniku, zaokraglenie, a nastepnic
zastosowalismy regule rozszerzania. Ale tu chodzi nie tylko o upro-
szozenie wyniku. Zastosowali$my sig tu do pewnej praktycznej weka-
zéwki. Wynik dodawania jest obarczony bledem juz na pierwszym
miejseu po przecinku. Zaleca sig, aby nie zachowywaé w wartodei
przyblizonej (czedei dolnej) wigoej niz jednej (co najwyzej dwu) cyfry
obarezonej bledem, poniewas dalsze cyfry nie sa jui pewne. Dalsze
przeksztaleenie miato na celu uproszezenie liczby prayblizonej.
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Zajmiemy sie teraz wzorem na mmozenie liczb przyblizonych.
Dokladny wzér dla mnozenia jest nieco skomplikowany. Dlatego
ograniezymy sie do podania przyblizonege wzoru dla mnozenia.

T. 2.4 (Mnozenie przyblizone liczb przyblizonych). Zachodzi zwiqzek

a et -1 [lec
(2.10) a-{z = h ? Jrlzb\ A

Twierdzenia tego nie bedziemy dowodzié. Zauwazmy jedynie, ze
w (2.10) wystepuje relacja przyblizania zamiast réwnosci. Wynika
to stad, ze przedzial wystepujacy po prawej stronie przyblizania moze
byé jeszeze muiejszy. Zilustrujemy to na praykladzie, w ktérym wy-
konamy mnozenie liczb przyblizonych dwoma sposobami, raz wylko-
rzystujac wzér (2.10), a drugi raz obliezajac minimum 1 maksimum
iloczynéw, jak w przykladzie 2.6.

y 02 01
P. 2.8, Obliczy¢iloczyn ¢ = 2,1 +1,3 . Korzystajac ze wzoru (2.10)
472
obliczamy: g = 273 ., Otrzymany iloczyn okresla przedzial

{2,6828; 2,7772). Postepujae teraz jak w przykladzie 2.6, to znaczy
obliczajac najmniejszy i najwigkszy z iloczynéw wy, gdzie x nalezy do
przedziatu ¢(2,08; 2,125, a y — do przedziatu (1,29; 1,315, znajdu-
jemy: m — 2,6832, M = 2,7772. Wynika stad, Ze dokladny wynik
mnozenia jest zawarty w przedziale (2,6832; 2,77725, weiszym od
przedzialu uzyskanego wzorem (2.10).

Dla dzielenia liczb przyblizonych istnicje réwniez doktadny wzor,
niestety jeszcze bardziej skomplikowany, anizeli dokladny wzér dla
mnozenia. Dlatego ograniczymy sie réwniez do podania przyblizo-
nego wzoru dla dzielenia. (Oba dokladne wzory dla mnozenia i dzie-
lenia znajdzie czytelnik w [4].)

T. 2.5 (Dzielenie przyblizone liczb przyblizonych). Jesli f < |b]s
to zachodz zwiqzek

af v
(2.11) i
a:b = b
gdzie
mt
OL"I— 'g
[T
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Zatozenie 8 << |b| jest konieczne, poniewaz w przeciwnym przy-
padku przedzial (b—p; b-}-f)> zawieralby zero, przez ktére nie wolno
dzielié,

015 0,005

P.2.9. Obliezy¢ iloraz 1,42 : 3

Obliczamy tu

& 047333 _ 0.00150,4734-0,005
7 =il ot S = _
0,003867
sl o U018,
2.995
Mamy wige
015 0,005 18 "

142 :3 = 0,47333... = 0,4733.

Zauwazmy, ze przy obliczanin bledu (ezedei gérnej) ilorazu wy-
konywalidmy zaokraglenia z nadmiar em, aby byé pewnym, ze koneo—
wy wynik zawiera w sobic dokladna wartosé wielkosei.

Na zakonczenie tego paragrafu dodajmy jeszeze nastepujace uwagi.
W kazdym algorybmie wystepuja dziatania, ktére nalezaloby wyko-
nywaé na wartoeiach dokladnych. Poniewaz jednak wartodei do-
kladnych przewaznie nie znamy, to z konieeznofei wykonujemy po-
srezegdlne operacje na wartodelach przyblizonych.

Nalezy jeszeze raz uSwiadomié sobie, Ze wartogei przyblizone nie
daja zadnej informac]i o warto$ciach dokladnych. Dlatego przy wy-
konywaniu dzialari na wartodeiach przyblizonych nalezy réwnies
wykonywadé dziatania na ich bledach bezwzglednych, albo (co na
jedno wychodzi) nalezy wszystkie operacje wykonywaé na liczbach
przyblizonych, stosujae podane wyizej wzory.

Zatem, przy realizacji algorytmu nalezaloby postapié w nastepu-
jacy sposdb. Kaadg dang zapisaé w postaci liczby przyblizonej, przy
czym kazda liczbe doktadna mozemy uwazaé jako liczbg przyblizona,
z bledem zero. Nastepnie wszystkie operacje algorytmu nalezy wy-
konywaé wedlug wzoréw (2.8) — (2.11). (Zauwaizmy, Ze maszyny
wykonuja przewaznie tylko catery dzialania arytmetyczne.) Wtedy,
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po realizacji algorytmu, otrzymaliby$my wszystkie wyniki w postafzi
liczb przyblizonych, a tym samym otrzymalibyémy od razu informacje
o bledach wynikéw. W praktyce takie postgpowanie jest jednak rzadko
stosowane ze wzgledu na duza pracochlonnosé. Najezescie], wykonuje
sig dzialania tylko na wartodciach przyblizonych, a analize bleddw
wykonuje sie osobno, na ogél poza maszyna.

P. 2.10. Obliczyé wartoéé wielomianu

w(x) = agrt+tax®La,x?Faywtay,

dla 2 = 2,1
Przyjmijmy wpierw, Ze wspolezynniki wielomianu SQ liczbami
dokladnymi i réwnaja gie:

ay = 2,3, @, = 3, a4y = —4,5, @ =72, ¢y = —0,L.

Obliczenia wykonamy dwukrotuie, raz z dokladnogeia do dwdéch,
a drugi raz — do czterech miejse po przecinku. To znaczy, ze na
praykiad w pierwszym przypadku wszystkie wyniki bedziemy za-
okragla¢ do dwéeh miejse po przecinku, stosujac regule zaokraglania
T. 2.1, Bedziemy réwnies stosowali regule rozszerzania w przypad-
kach, gdy blad bedzie zawieraé zbyt wicle cyfr.

Obliczamy:
o 0 0
@ —21.2,1 =441,
0 0 0 01
28— 4,41.2,1 = 9,261 = 9,26 ,
(01 o0 21 061
2 =026 .21 10,446 = 19,45
0 061 1403 1903 2
232t = 2,3.1045 = 44735 = 44,74 = 44,74,
0 o1 03
343 — 3.9,96 - 27,78 ,
0 0 0 05
— 452 — —4.5.4,41 > —10,845 = —19,85 ,
6 0 0

7,26 =1,2-2,1 = 15,12.

Ostatecznie obliczamy

2 03 05 0o 0 28
w(2,1) = 44,74427,78 —19,85 +15,12—0,1 = 67,69 .




Wykonajmy teraz wszystkie obliezenia z dokladnoécia do czterech

miejse po przecinku:
. ?

0 0 0
22 =21.21 = 4,41,
0 o 0
a3 — 4,41-2,1 = 9,261,
0 0 0
at = 9,261.2,1 = 19,4481,
0 0 0 03
2,324 = 2,3.19,4481 = 44,73063 = 44,7306 ,
00 0
323 = 3.9,261 = 27,783,
0 0 0
—4,50 = —4,5.4, 41 = — 19,845,
0 0 0
7,2 = 7,2-2,1 = 15,12.

Ostatecznie obliczamy

03 0 0 0 0 03
w(2,1) = 44,7306 27,783 —19,845-1-15,12—0,1 = 67,6886 .
Zauwazmy, ze dokladnodé wyniku znacznie wzroska w przypadku
wykonania dziatari z wieksza dokladnodcia. Gdybyémy obliczenia
prowadzili jeszeze dokladniej, to otrzymalibyémy jeszeze dokladniej-
szy wynik. Zwigkszenie dokladnodei jest tu mozliwe dzieki temu, ze
dane wejéciowe sa dokladne.
Zupetnie inaczej wyglada sprawa wtedy, kiedy dane wejsciowe
53 obarczone bledami. Oczywiste jest, ze wéwezas zwiekszanie
doktadnodei obliczeri nie moze zwigkszyé dokladnogei wynikéw. Jezeli
na przyklad dane sa obarczone bledami juz na drugim miejscu po
przecinku, to niemozliwe jest uzyskanie wynikéw obarczonych ble-
dami dopiero na trzecim czy dalszych miejscach po przecinku. Aby
przekonaé si¢ o tym, wykonajmy jeszeze raz wsszystkie obliczenia,
zakladajae, ze wspdlezynniki sa obarezone bledami i réwnaja sig:
01 0 02 04 01
=23 ,0,=3, 6y = —4,5 , 0;=72 , a,=—0,1 .

Wykonajmy wpierw obliczenia z dokladnodeia do dwéch miejse
po przecinku. Potegi x beda takie jak policzono wyzej, poniewai
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obliczenia prowadzimy dla dokladnej wartosei # = 2,1. Dalej obli-
czamy:

01 01 061 208591 213691 22
23 «t =23 19,45 = 44,735 = 44,74 = 44,74,
0o 01 03
3% = 3:9,26 = 27,78 ,
02 02 0 882 932 94
45 a?=—45 ‘441 > —19,845 = —1985 = —19,85 ,
04 04 0 84

7.2 =172 :2,1= 1512 .
I ostateczaie

22 03 94 84 01 411 42
w(2,1) = 44,74-1-27,78 —19,85 15,12 —0,1 = 67,69 = 67,69

Wykonajmy teraz te same obliczenia z dokladnoSeia czterech
miejse po przecinku:

01 0 194481 194531 1946
23 -10,448] = 44,73063 = 44,7306 = 44,7306,
0 0 0
3-9,261 = 27,783,

02 0 882
B ] T8
04 0 84

72 -2,1= 15,12
Ostatecznic obliczamy

3678 3692 37
w(2,1) = 67,6886 = 67,69 = 67,69,

Zauwazmy, ze w praypadku kiedy dane wejiciowe byly dokladne,
to zwiekszenie dokladnogei obliczeri z dwdceh do ezterech miejse po
przceinku spowodowalo prawie tysigckrotne zmniejszenie bledu bez-
wzglednego. Natomiast w praypadku, gdy dane wejéciowe byly obar-
czone bledami, wowezas zwiekszenie dokltadnogei obliczen prawie nie
zmniejszylo bledu bezwzglednego obliczer.

Takiego wyniku nalezalo sig spodziewad. Juz w przyktadzie P. 2.7
zwréeiliémy uwage na to, e w czasie obliczen zaleca sig w wartosci
przyblizonej (czedei dolnej) zachowywaé co najwyzej dwie eyfry
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obarczone bledem, poniewaz dalsze cyfry sa juz niepewne. Majac to
na uwadze, powinniémy byli od razu zrezygnowaé z obliczer z do-
Idadnoseig do czterech miejse po przecinku w przypadku, gdy w da-
nych juz drugie miejsce po przecinku bylo obarczone bledem.

Na zakonczenie tego paragrafu wprowadzimy jeszcze jedno poje-
cie — eyiry znaczace. W powyzsaym przykladzie zadaliémy, aby obli-
czenia byly prowadzone z dokladnogdcia kilku miejse po przecinku.
W niektérych przypadkach mozna tak okreélaé dokladnodé obliczen.
Bardziej sensownym jednak jest okreélanie dokladnogci obliczen za
pomoey iloSci eyfr znaczacyeh.

Niech liczba 4 bedzie dokladng wartodcia pewnej wielkodei, po-
siadajaca na ogdl nieskonczone rozwinigeie dziesigtne. Cyfry tego
rozwinigeia numerujemy zgodnie z ich znaczeniem pozyeyjnym: k-ta
cyfra po przecinku (k-ta pozycja) ma numer -k, cyfra jednostek ma
numer 0, cyfra dziesigtek — numer 1 itd.

P. 2.11.
Numery cyfr (pozyeji) : 210 —1 —2 —3 —4 —5 —6
Liczba A 374, 0 2 7 6 9 4

D. 24, Jedli @ jest prayblizeniem dokladnej wartosei A, to k-ta
cyfre dziesigtng liczby @ nazwiemy znaczaea wtedy, gdy

1
[ Ad—a| < —240*‘ oraz  |a| = 10~

Wynika stad, ze kazda cyfra poprawnie zaokraglonej liczby, po-
czawszy od pierwszej réznej od zera, jest znaczaca. ‘
P. 2.12. Niech warto$é dokladna 4 — 0,07658676... . W wyniku
poprawnego zaokrgglenia do 6 miejse po przecinku otrzymamy war-
t08¢ przyblizong ¢ = 0,076587. Ostatnia cyfra jest znaczgca, poniewas

1
|4 —a| << 0,00000024 < E10*‘3, la| = 10-5,

7 definicji D. 2.4 wynika, %e w liczbie ¢ cyframi znaczacymi sa
takze cyfry o mumerach: —2, —3, —4, —5. Mozemy tez powiedzied,
ze liczba ¢ ma pieé eylr znaczacych.

Liczbe okredlajaca ilosé cyfr znaczacych bardzo czesto uzywa sie
jako miary dckladnoSei obliczen. Jest to inna miara dokladnosci
anizeli btad bezwzgledny. Bardzie] zwigzana ]est z bledem qulednym,
o ktérym mdwimy w nastepnym - paragrafie.
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2.3. Blad wzgledny

W paragrafie 2.2 wprowadziliSmy pojecie bledu bezwzglednego.
Ta miara dolkladnodei wartodel przyblizone] nie jest jedynsg i nie zawsze
najbardziej wygodng. Jegli na przyklad zmierzymy dlugodé pokoju
z dokladnodeiag do 1 mm = 0,001 m i otraymamy wynik 5,762 m
oraz z taka sama dokladnodcia zmierzymy dlugodé ostrza zyletki
i ofrzymamy wynik 34 mm = 0,034 m, to oczywidcie pierwszy pomiar
jest o wiele dokladniejszy od drugiego. Stad wynika, Ze z dwu liczb
przyblizonych 5,76% i 0,0Si pierwsza jest dokladniejsza od drugiej,
pomimo ze obie sa obarczone takim samym bledem bezwzglednym.
Okredlimy teraz dokladniej w jakim sensie pierwsza z podanych liczh
prayblizonych jest dokladniejsza od drugiej. W tym celu jako miarg
dokladnosei liczb przyblizonych wprowadzimy blad wazgledny.

D. 2.5. Bledem wzgleduym wartodei przyblizonej @ obarczonej
bledem bezwzglednym A nazywamy liczbe
Aa
80 = —.
lal

Blad wzgledny jest wige okredlony tylko dla niezerowych wartodel
przyblizonych i — podobnie jak blad bezwzeledny - jest zawsze
liczba nieujemna, ktérg w razie potrzeby mozna dowolnie powigkszyé.
Latwo obliczamy, ze blad wartodci prayblizonej 5,762 m, obarczonej
bledem bezwzglednym 0,001 m, jest réwny 0,00017, natomiast blad
wzgledny liczby przyblizonej 0,034 m, obarczonej takim samym
bledem bezwrzglednym, jest wiekszy okolo 170 vazy i wynosi 0,029.

Nalezy podkredlié, ze blad bezwzgledny jest liczba mianowana
i ma ten sam wymiar co wartosé przyblizona a, natomiast blad wzgled-
ny, bedac ilorazem dwu liczb mianowanych, jest liczba niemianowana
i bywa czesto wyrazany w procentach.

P. 2.18. Zwazono 5 t pszenicy z dokladnodeiy do 10 kg oraz 1 g
pewnej substancji, potrzebnej dla sporzadzenia lekarstwa, z dokladno-
§cig 0,05 g. Ktéry z pomiardw jest dokladniejszy ?

Ilode pszenicy @ = 5000 kg jest wartodeia prayblizona, obarczong
bledem, bezwzglednym Ag = 10 kg. Blad wzgledny

Aa 10
e = - = 0,002 = 0,2%,
Ta| 5000
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Natomiast ilo§é substancji b = 1g jest wartogcia przyblizona,
obarczong blgdem bezwzglednym Ab = 0,05 g. Zatem

0,05
eb = —
1

= 0,05 = 5%,

Wynika stad, Ze pierwszy pomiar jest 25 razy dokladniejszy od
drugiego. Mozna by wladciwie powiedzieé, ze waszenic pszenicy od-
bywalo sig zbyt dokladnie. Natomiast wazenie 1 ¢ czeéei skladowej
lekarstwa z doktadnoseia 5%, jest na pewno zbyt niedoktadne. Tak
sporzadzone lekarstwo moze sig okazaé szkodliwe dla organizmu.

Jesli na przyklad zazadaliby$my, aby 1 g substancji odwazyé
z dokladnogeig 0,19, to wéwezas z réwnogei

b
Aav 0,001

obliczamy, %e Ab = 0,001. Wagenie musi sie odbywaé z dokladnogeia
do 1 mg.

Zaleta bledu wzglednego jest to, e przy jego stosowaniu niektére
wzory na blpdy wartodei wynikéw dzialan arytmetyeznych sa prosteze
niz przy stosowaniu bledu bezawzglednego.

T. 2.6. Zachodzi wzdr
(2.12) e(ab) = sa+eb-|-ea- b,

Wazér ten nalezy interpretowaé nastepujaco: blad wzgledny war-
tosei przyblizonej iloczynu wartodei dokladnych 4 B, oznaczony sym-
bolem &(ab), wyraza sig wzorem (2.12) przez bledy wartosci przybli- '
Zzonych ezynnikéw A4 i B,

Dowéd T. 2.6 wynika wprost z T. 2.4 1 D. 2.5:

_ lltlblatap B P L
glab) = T = 0 T i -|— \“l Em eb+tea-|-ea eb.

T. 2.7, Jesli eb << 1, to

(e eateb
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Dowdd przeprowadza sig podobnie jak w przypadku T. 2.6, z tym,
#e nalezy tu skorzystaé z T. 2.51 D. 2.5

Dodajmy jeszcze na zakoniczenic rozdziatu nastgpujace uwagi.
Twierdzenia wystepujace w teorii bledéw maksymalnych porwalaja
wyznaczy¢ maksymalny blad (wzgledny lub bezwzgledny), jaki moze
wystapié po wykonaniu dzialan na liczbach przyblizonych. W rze-
crywistoscl moie si¢ ndarzyé, Ze nie wystapi tak duzy blad, jak to
wynika z teorii bledéw maksymalnych.

P. 214, Zalézmy, ze wartodei dokladne 0,753821 1 0,616205 za-
okraglamy do dwéeh cyfr po przecinku, a nast@pme dodajemy.
Otrzymamy

03821 03795 07616
0,75 0,62  — 1,37

7 powyzszego rachunku wynika, ze przyblizona suma 1,37 rézni
sig od sumy dokladnej co najwyzej o 0,007616. W rzcczywistosci
dokladna suma podanych liezb jest réwna 1,370026 i réini sig od
wyliczonej sumy prayblizonej tylko o 0,000026. Zatem oszacowanie
bledu za pomocs teorii bledéw maksymalnych jest w tym przypadku
bardzo niedokladne.

Byl to przykiad, gdzie nastapita redukeja bledéw zaokraglen.
Oczywideie, tak samo moze si¢ zdarzyé w wielu innych przypadkach.
Nie jest jednak latwo wyrdinié te przypadki, poniewaz zjawisko
przenoszenia sie bleddw jest przypadkowe. Dlatego to zjawisko lepiej
opisuje statystyczna teoria bledéw. Teoria ta uwrzglednia mozliwodé
znoszenia sig bledéw, co zauwazyliSmy w przykladzie 2.14. Teoria
statystyczna bada przy okreslonych zalozeniach nie najwieksze mo-
zliwe bledy, ale wartodei oczekiwane tych bledéw, prawdopodobien-
stwa wystepowania bleddw okreglonej wielkodei itd. Nie bedziemy
tej teoril rozwaza¢ w niniejszym podrgezniku. Pewne informacje na
ten temat mozna gnalezé w [1], [3] 1 [4].
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Dane sa wartodei dokladne nastepujacych wielkodei: @ —
= 3,1415926..., /2 = 1,4142136..., 4/3 = 1,7320508..., ¢ =
— 2,7182818. . ., log2 — 0,6031472. .., 85z — 267,0354.
Dokonaé poprawnego zaokraglenia kazdej z podanych wartodei
do pigeiu cyfr znaczacych i wyznaczyé blad bezwzgledny kazdej
z otrzymanych w ten sposéh wartodei prayblizonej.

Zbudowadé lieczby przyblizone zwiazane z wartoéeiami dokladnymi
podanymi w 1, prayjmujac jako wartogei przyblizone ich zaokrag-
lenia do pigeiu miejse znaczacych.

. Dokladna warto$é 4 pewnej wielkosel jest zawarta w przedziale

{0,3763; 0,37634868>. Zbudowad licxbe przyblizona rwiazana z 4.
Zaokragli¢ ja do 6 miejsc po przecinku. Dlaczego nie ma sensu
pozostawiaé w przyblizonej wartodei wigeej niz 6 miejsc po prze-
cinku? Do otrzymanego wyniku zastosowaé jeszeze regule roz-
SZerZAania,

. Korzystajac z twierdzeni: 2.3, 2.4 i 2.5, wyprowadzié wzory dla
o 0 o 0 o 0o
nastgpujacych dziatan: (1) e+b, (i) @:b, (i) (@)?, (V) 1,
afy
(v)a-b-c.
1 5 2
. Dane sa liczby prayblizone: o, = 1,3503, @, = 2,3750, g, = 3,4728
3
o, = 2,8506.

Obliczyé dwoma sposobami sume tych liczb:

(i) zackragli¢ wpierw kazda liczbe do dwu miejsc po przecinku,
a potem dodaé, :

(ii) najpierw dodaé¢ wszystkie liczby, a potem zaokraglié do
dwu miejse po przecinku.
Kitéry = powyiszych sposobdw jest dokladniejszy ?

. Dane sqg liczby przyblizone:

1 2 1
6, = 1,22, a, = 100,11, a5 = 0,01.
Obliczyé dwa nastepujace iloczyny: ayea, oraz a.wa,, dokonujac
po kazdym mmozeniu zaokraglenia do dwu miejse po przecinku.
Czy wartosé iloczynu zalezy od kolejnoici czynnikéw? Ktéry
z dwu obliczonych iloczynéw jest dokladniejszy? W jakiej ko-

11.

lejnofei nalezy pomnoiyé powyisze trzy liczby, aby uzyskaé
iloezyn obarczony najmniejszym bledem ?

. Obliczyé sume

I | 1
§ == I—FE*I“ET‘" ca “l—_la,

przedstawiajac kazdy ze skladnikéw w postaci liezby przybli-
zonej, poprawnie zaokraglonej do czterech miejse po przecinku,

22—0,3
. Niech f(z) = e,
4z-1-6
Obliczyé blad bezwzgledny oraz blad wzgledny funkeji f(x) dla
1
x = 1,01.

. Zapomocy linijki, na ktdérej jest podziatka milimetrowa, zmie-

rzono diugosei dwu pretéw o przckroju 1 em? i uzyskano wyniki:
L, = 362 mm, I, = 34 mm. Zakladajac, ze blad pomiaru moze
wynosié co najwyzej 0,5 mm (polowa najmniejszej podzialki),
obliczyé blgdy wrzgledne obu przyblizonych wartogei. Obliczyé
mase kazdego z pretdw, wiedzae, ze prety zbudowane ga z miedzi,
5

ktérej cipzar wladeiwy wynosi 8,9g G/em?®. Obliczyé bledy wezgled-
ne kazdej z uzyskanych mas.

. Udowodnié prawdziwodé wzoru 2.13.

10.

Predkosé w ruchu jednostajnym obliczamy ze wzoru
v =,
t .

Przyjmijmy, ze droga s zmierzona z dokladnoscia do 1 m wynosi
1736 m, natomiast czas ¢ zmierzony z doltadnodeia do 0,1 s,
wynosi 137,4 s. Obliczyé blad wzgledny predkosei .
Wielkodé » oblicza sie ze wzoru

= 162

Okreflié dopuszezalny blad wzgledny = (¢) taki, zeby blad wrgledny
wartodel przyblizonej » byl mnicjszy od 0,01,
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Czesé 11

Maszyny matematyczne
i programowanie
Rozdzial 1

MASZYNY MATEMATYCZNE

1.1. Arytmetyezne podstawy maszyn cyfrowyech

A, Systemy liczenia

W codziennym zyciu postugujemy sie najezedeiej dwoma systemami
liczenia: dziesigtnym systemem pozycyjnym i systemem rzymskim.
W systemie rzymskim liczby zapisuje sie za pomoeg cyfr: I, V, X,
L, C, D, M itd. (jeden, pieé, dziesie¢, pigdédziesiat, sto, piedset, tysiae
itd.). Na przyktad zapis MCMLXXII oznacza liczhe 1972. Poniewaz
wykonywanie dzialan arytmetycznych na liczbach w systemie rzym-
skim nie jest latwe, dlatego w tym systemie nie wykonuje sie zadnych
rachunkéw. Wygodnym dla obliczer jest dziesietny uklad pozyeyjny,
w ktérym dla zapisania dowolnej liczby uzywa gie eyfr: 0,1, 2, 3, 4, 5,
6,7,8,9. W systemie dziesietnym wyrdinia sie pozycje: jednosei,
dziesiatek, setek, tysiecy itd., a na prawo od przecinka dziesietnego:
dziesigtnych, setnych, tysigeznych itd.

P. 1.1. Liczba dziesigtna I = 3765,762 ma wartosé

! =38-10347-1021-6-104+5-47-10"14+6-10"24-2.10~3,

Kazda liczbe w systemie dziesigtnym mozemy zapisaé¢ w postaci

(1.1) Oy g - oo Bylly, G0y .. G,

gdzie n, s — dowolne liczby calkowite nieujemne, natomiast liczby
@; moga przyjmowac wartosei: 0,1,2, ..., 9.
Wartodé liczby I oblicza sig ze wzoru:

! =a,10"+ta, 10" ... e 10+ay+a_ 107 ... +a_10°"
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Liczbe dziesigé nazywamy w tym systemie podstaws liezenia. Mozemy
oczywiScie prawa strone (1.1) traktowaé jako liczbe przedstawiona
w systemie o dowolnej podstawie » (» — liczba naturalna), z tym, ze
wowezas a; moze prayjmowaé wartogei: 0, 1, 2, ..., r—1, ktére w tym
przypadku nazywamy cyframi systemu o podstawie r. Wartosé liezby
(1.1) w systemie o podstawie # oblicza sie ze wzoru:

D= ay"ta, " '+ ... ftayrtagta_r '+ ... Ja_r.

P.1.2. W ukladzie tréjkowym wykorzystuje sie tylko trzy cyfry:
0,1, 2, Liczba

I— 154 =1-312-3542.3210:341
pryjmie w ukladzie tréjkowym postad:
I = 12201,

W elektronicznych maszynach cyfrowych bardzo wygodnym oka-
zal sie system pozyeyjny dwdjkowy, zwany tez systemem binarnym,
w ktérym eyfry oznacza sie symbolami: 0, 1. Kazda liczbe w systemie
binarnym mozemy réwniez zapisaé w postaci (1.1), z tym, ze @,
w tym przypadku mogs przyjmowaé tylko dwie wartosei: 0, 1.
Wartodé liczby zapisanej w systemie dwéjkowym oblicza sie ze wzoru:

l=0a,2"+a, 2" ... fa24tagta_ 27 ... a_ 270
Poszezegilne cyfry liezby binarnej nazywane sa bitami.
P. 1.3. Liczbe

] =54,25 = 1-254-1-214.0-2841-22.4.1-214.0-2010-2- 141 .22
mozemy zapisa¢ w systemie binarnym w postaci
[ — 110110,01.
P. 1.4. Kolejne liczby naturalne w systemie binarnym maja, postaé:

1 1 6 110 11 1011 J 16 10000

2 10 i 111 12 1100 ! 17 10001

3 11 8 1000 13 1101 18 10010

4 100 9 1001 14 1110 19 10011

5 101 10 1010 || 15 1111 20 10100
i

Dzialania arytmetyczne na liczbacll w systemie dwéjkowym wy-
konuje si¢ bardzo latwo. Wystarczy zapamigtaé¢ dwie bardzo proste
tabliczki dzialan.
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Tabliczka dodawania Tabliczka mnozenia

040=0 0:0 =0
0+1=1 ‘ 0-1=0
Pl e 1 i Tl =)
141 =10 ‘ il =1

P. 1.5, Algorytmy dezialad arytmetycznych w systemie binarnym
sg takic same jak w systemic dziesietnym, przy czym wykorzystuje
sie bardzo proste tabliezki dodawania i mnozenia. Podajemy mnizej
przyklady wszystkich ezterech dziatan arytmetycznych. Szezegoly
pozostawiamy do samodzielnego przeanalizowania.

F

Dodawanie Odejmowanie ;I Mnozenie
1100111,011 10110,1101 LG 11,
-10011,111 —10001,1111 110,10
1111011,010 100,1110 1011

1011
1011
10001,111
Dzielenie
11011101101:1001 = 11600101
1001
1001
1001
1011
1001
1091
1001
0000
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B. Arytmetyka staloprzecinkowa i zmiennoprzecinkowa

Pamieé(t) maszyny eyfrowej jest najezedciej podzielona na pewng,
liczbe oddzielnych fragmentéw zwanych slowami. Kazde stowo ma-
szynowe zawiera te sama liczbe bitéw (cyfr binarnych). Slowo ma-
szynowe moze zawieraé okre§long informacje, np. liczbe, rozkaz itp.

Istnieja rdine sposohy przedstawiania liczh w pamieci. Na przy-
ktad na pierwszym bicie wpisany jest znak liczby (zero dla liezb do-
datnich, jedynka dla liczbh ujemnyeh), a na pozostalych bitach stowa
wpisany jest modul liczby. W niektérych maszynach, np. w maszynie
ODRA 1204, liczby sa przedstawlane w tzw. postaci uzupenieniowe;.
Nie bedziemy sie jednak tym zajmowad.

W dalszych rozwazaniach, celem latwiejszego zrozumienia, be-
dziemy zakladali, ze jedno slowo pamieci maszyny zawiera liczby
dziesietne o okreslonej dlugodci (np. 10-cyfrowe). Rozwazania te
nietrudno przenie$é na system binarny.

Maszyny eyfrowe sa przewaznie tak zaprojektowane, ze kaida
liczba d-cyfrowa ma z zalozenia przecinek dwiesigtny przed pierwsza,
cyfra, zaraz po znaku. Wobec tego zaklada sie, ze wszystkie liczby
w maszynie sg co do modutu mniejsze od 1. Dlatego przy dodawaniu,
odejmowaniu i dzieleniu liczby powinny byé takie, aby ich suma,
réznica lub iloraz byly réwniez mniejsze od 1. Je§li wynik dziatania
nie jest mniejszy od jedynki, to — jak méwimy — powstaje nadmiar.
Gdy maszyna wykonuje dziatania arytmetyczne na liczbach opisa-
nych wyzej to mdéwimy, ze maszyna pracuje w arytmetyce stalo-
przecinkowej. Nietrudno dojéé do wniosku, ze planowanie obliczed
w arytmetyce staloprzecinkowej jest 2mudne, ze wzgledu na zadanie,
aby wszystkie dane, wyniki posrednie i wyniki koricowe byly mniejsze
od 1. Zachodzi wéwezas konieczno$é skalowania, czego nie bedziemy
tu dokladnie wyjasniaé. Nadmienimy tylko, 7e operacja skalowania
umozliwia na przyklad traktowanie liczb staloprzecinkowych jako
liczb catkowitych. Celem ulatwienia planowania obliczen, wszystkie
maszyny moga wykonywaé réwniez tzw. dzialania zmiennoprze-
cinkowe. Dzialania zmiennoprzecinkowe realizuje sie albo przez
odpowiednie programy dzialani zmiennoprzecinkowych, albo za po-
mocg odpowiednich ukladéw elektronicznych.

(') O pamigei maszyny powiemy wiece] w § 1.2.
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W przypadku dzialari zmiennoprzecinkowych, d-cyfrowe stowo
jest podzielone na dwie ezedci « i y, majace odpowiednio m cyfr
i d—m cyfr. To stowo jest interpretowane jako liczba postaci x- 107
{(w maszynach binarnyeh 2-2%). Przy tym zaklada sie, ze czedé =,
zwana maniysa, jest znowu liczbg c¢o do modulu mniejsza od 1,
a y — cecha liczhy — jest liczba calkowita.

P. 1.6. Jesli przyjmiemy d = 10, m = 8, to liczba

[ = 5767010006

S N E
y oy
bedzie interpretowana jako liczba
= 0,576701-108.
Mantysa i cecha moga byé ujemne i dodatnie, ale przewainie
w liezbie zmiennoprzecinkowej jest dopuszezalny tylko jeden znak.
Aby obejéé te sprzecznodé czesto ceche zwieksza sie o pewna stala
liczbe. Na przyklad w przypadku d = 10, d—m = 2, moina zwigkszyé
" cechg 0 50. Wtedy liezbe zmiennoprzecinkowa o czedciach x (mantysa)
i y (cecha) interpretuje sig jako w-10¥~50,
P. 1.7. Jezeli zwiekszymy ceche o 50, liczba z praykladu 1.6 bedzie (
interpretowana jako
0,576701-10~*~.
Natomiast liczbe 0,576701-10% nalezy wdéwezas zapisaé w postaci:
5767010056,

——
x Y

Przy planowaniu obliezen i ukladaniu programu oraz przygoto-
wywaniu danych nie ma potrzeby zapisywaé liczb z podzialem na
mantyse i ceche. Byloby to bardzo uciazliwe, szezegdlnie w systemie
binarnym. Wszystkie dane przygotowuje sie, na ogdél, w postaci ogél-
nie prayjetej (z pewnymi tylko modyfikacjami). Przedstawienie liczb
w maszynie w odpowiedniej postaci (stalo- ezy zmiennoprzecinkowej)
odbywa sie automatyeznie, za pomoca odpowiednich programdw.

Podamy jeszcze kilka danych o organizacji zapisu liezb w ma-
szynie ODRA 1204, W pamigel maszyny ODRA 1204 moga byé
umieszezane nastepujace liczby:
a) staloprzecinkowe krotkie,
b) staloprzecinkowe dlugie,
¢) zmiennoprzecinkowe.
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Liczba staloprzecinkowa krétka zajmuje 24 pozycje binarne, po-
numerowane od 0 do 23 (z lewej do prawej). Znak liczby zapisuje sie
na pozycji zerowej (1 oznacza liczbe ujemna, 0 — liezbe dodatnia).

Liczba staloprzecinkowa dluga sklada si¢ z 48 pozyeji binarnych,
ponumerowanych od 0 do 47. Znak liczby znajduje sig réwniez na
pozycji zerowej.

Liczba zmiennoprzecinkowa zajmuje 48 pozyeji binarnych, po-
numerowanych od 0 do 47. Mantysa m zajmuje 38 pozyeji (od 0 do 37),
Przy czym na zerowej pozycji jest umieszezony znak mantysy. Cecha
¢ zajmuje 10 porzycji (od 38 do 47). Mantysa przyjmuje wartodei od
—1 do 1—27%7, a cecha zwigkszona o 512 przyjmuje wartosei od 1 do
1023. Z przyjete]j strulktury wynika, Ze liczby zmiennoprzecinkowe

I =m-2°
89 zawarte w przedziale —2511 < 1 < (1—2737)251,
to znaczy w przedziale — 2510 <] < 2511247,
1.2, Organizacja maszyn cyfrowych
W kazdej nowoczesne] maszynie cyfrowej mozna wyréinié pieé

podstawowych blokdw: wejdcie, wyiscie, pamied, arytmometr, stero-
WaAnIE.

sterowanie
ryt 7
arytmometr pamige
akumulator »
+ |
| -
¥
Rys. 1.1. wejscie wijjscie
Schemat blokowy
maszyny cylfrowej
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Blok wejseia stuzy do wprowadzenia do maszyny wszelkie] infor-
macji niezbednej w procesie obliczen.

Blok wyjseia shuzy do wyprowadzania wynikow obliezen.

Nog¢nikami informacji wprowadzanej sa najezesciej: papierowa
tasma perforowana, karty perforowane, tasma magnetyczna, oléwki
$wietlne itp. Na tyeh samych noénikach wyprowadza sig wyniki z ma-
szyny. Powszechnie stosuje sie takze bezpoérednie drukowanie wy-
nikéw lub wyéwietlanie ich na ekranach.

Pamieé stuzy do przechowywania informacji zaréwno wejsciowej
jak 1 posrednie], wytworzonej w procesie liczenia, a niezbednej dla
jego kontynuacji. Mozna wyrdzni¢ dwa rodzaje pamieci: operacyjna
(wewngtrzng) oraz zewnetrzng.

Pamigé operaeyjna charakteryzuje sie szybkim do niej dostepem
(zapisanie informacji do takiej pamigei Iub jej odezytanie trwa okolo
107%). Pamigé operacyjna (zrealizowana najezesciej na rdzeniach ferry-
towyeh) sklada sie z komdérek o okredlone] dlugosdel, ponumerowanych
od zera do pewnej liczby N. Numer przyporzadkowany komdree na-
rywamy jej adresem. Na przyklad w maszynie ODRA 1204 jedna ko-
moérka zawiera 24 bity, czyli tzw. stowo krétkie. W takiej koméree moze
byé wpisana liczba staloprzecinkowa krétka lub rozkaz. Natomiast
dla zapisu liezb staloprzecinkowych dlugich oraz liezb zmiennoprze-
cinkowych wykorzystuje sie w maszynie ODRA 1204 dwie komdrki
o kolejnyech numerach (np. k—1 i k). Pamieé operacyjna jest na ogél
nieduza. Maksymalna pamieé¢ operacyjna ODRY 1204 moze mieé
pojemnosé¢ 64 K komérek krétlich (K = 1024), ponumerowanych jed-
nolicie od 0 do 65535.

Pamieé zewnetrzna maszyny stuzy jako magazyn informacji, ktéra
w odpowiednim momencie moze byé stamtad pobrana do pamigci ope-
racyjnej. Pojemnodé tej pamigei moze byé nieograniczona. Siega ona
miliardéw bajtéw (1 bajt = 8 bitdw). Pamieci zewnetrzne zrealizo-
wane sg na bebnach magnetyeznych, tadmach magnetyeznych lub
dyskach.

Arytmometr jest blokiem wykonujacym wszystlkie operacje, jakie
masgzyna moze wykonad. Odgrywa on taks sama role jak arytmometr
elektryczny w obliczeniach recznych. Jedng z wainych czeéei arybmo-
metru jest tzw. akumulator — rejestr bioracy udzial w kazdej operacji
mMaszyny.
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Operacje maszyny wygodnie jest podzielié na grupy:

1) Operacje arytmetyezne. Maszyny cyfrowe moga wykonywaé ope-
racje arytmetyczne na dwéch dowolnyeh liezbach, z ktéryeh jedna
jest zazwyczaj umieszezona w akumulatorze, a druga w pamieci. Do
operacji arytmetycznych zalicza sig: dodawanie, odejmowanie,
mnozenie 1 dzielenie. Operacje arytmetyczne dziela sie na stalo-
przecinkowe i zmiennoprzecinkowe, w zaleznodei od typu liczb
bioracych udziat w operacji. Obie te grupy operacji maja zupelnie
rézne realizacje w maszynie.

2) Operacje logiezne i sterujace. Na podstawie takich kryteridw jak
znak liczby lub pordwnanie dwu liczb, jako nastepna moze byé¢ wy-
konana jedna z dwu dowolnych instrukeji, z ktoérych kazda rozpo-
czyna inny wariant obliczen. Na przyklad jesli wyrdznik réwnania
kwadratowego jest nieujemny, wdwezas przechodzi sie do obli-
czenia pierwiastkdw rzeczywistych, w przeciwnym przypadku obli-
cza sig pierwiastki zespolone. W tym przypadku badanie znaku
wyrdznika bedzie operacja logiczna, natomiast wybranie jednego
wariantu obliczen — operacja sterujaca.

3) Operacje przesylania danyeh. Operacje te przesyla]@ dane z jed-
nego miejsea pamiegei do drugiego.

4) Operacje wejsSeia i wyjseia steruja wprowadzaniem informacji do

-maszyny i ich wyprowadzaniem z maszyny.
Sterowanie. Rozwiazanie okreglonego zadania odbywa sie zgodnie

z uprzednio przygotowanym programem. Program ten zapisany w tzw.

jezyku wewnetrznym maszyny musi byé wpierw wprowadzony do pa-

mieci maszyny. Program zapisany w kolejnych komdrkach maszyny
przedstawia sobg ostatecznie ciag polecen, ktére wykonane w okreglonej
kolejnodei prowadza do rozwiazania zadania. Kazde polecenie nazy-
wamy rozkazem. W maszynie cyfrowej ODRA 1204 rozkaz jest sto-
wem krdétkim. Stowo rozkazowe dzieli sie na trzy czedei.

Trzy pierwsze pozycje binarne (0,1, 2) stanowia eczeSé modyfi-
kaecyjna M R rozkazu. Dalsze 7 bitéw (od 3 do 9) stanowi ezesé ope-

AR
0[1 2 3[45|5|7|8|9 10[11]12[13|14[15[15]17]18]19|20]21[22[23

Rys. 1.2. Budowa rozkazu adresowego w maszynie ODRA 1204

133




racyjna OF rozkazu. Pozostale 14 bitéw (od 10 do 23) stanowi czesé
adresowa AR rozkazu.

Czeéé operacyjna rozkazu okredla rodzaj wykonywanej czynnosei
(np. odejmowanie, mnozenie, przesylanie itp.). Czedé adresowa wska-
zuje adres liczby bioracej udzial w wykonywanej czynnosei (jedna
z liezb znajduje sie zawsze w akumulatorze). Roli ezedei modyfika-
cyjnej nie bedziemy tu omawiali.

Zadaniem bloku sterowania jest pobieranie kolejnych rozkazdw
z pamieci maszyny do specjalnego rejestru, zwanego rejestrem roz-
kazdéw, rozszyfrowanie tredci tego rozkazu, tzn. ustalenie wykony-
wanej czynnodei 1 odszukanie w pamieci liezby, ktdrej adres jest
zawarty w czeéci adresowej rozkazu, oraz uruchomienie odpowiednie]
czebei arytmometru wykonujacej te czynno$é. Arytmometr po za-
kotiezeniu wykonywania operacji przesyla do bloku sterowania sygnat
zakonczenia operacji. Wéwoezas blok sterowania pobiera nastepny
do wykonania rozkaz, z ktérym postepuje analogicznie jak z poprzed-
nim. Czynnosei te powtarzaja sie az do momentu pobrania do rejestru
rozkazéw rozkazu STOP, ktéry spowoduje zatrzymanie pracy ma-

sZyny.
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Rozdzial 2

JEZYK ALGOL 60

2.1. Informacje wstepne

W pierwszej czedel niniejszego podrecznika okreglone zostaly pojecia
algorytmu i programu. Odrdznienie obu tych pojeé jest, w zasadzie,
pewna historyozna konsekweneja z craséw, kiedy nie hyly jeszeze
rozwiniete jezyki algorytmiczne, a programy obliczen pisalo sie w ko-
dzie wewnetranym maszyny. Programowanie w kodzie wewnetrznym
nie zostalo calkowicie wyeliminowane i mozna by podaé wiele przy-
kladdéw, gdzie celowo uzywa sie jezyka wewnetrznego. Jednakze pro-
gramowanie w kodzie wewnetrznym jest bardzo Zmudne, czasochlonne,
wymaga duzej uwagi i systematycznogei. Okazalo sie, ze programo-
wanie w kodzie wewnetrznym mozna nieco ulatwié, jesli przedtem
przygotuje sie algorytm w pewnym latwo ezytelnym jezyku i na jego
podstawie opracowuje sie program obliczen. To bylo powodem powsta-
nia i rozwoju jezykéw algorytmicznych. Byly to wpierw jezyki wy-
korzystujace pewne graficzne symbole (jezyki schematéw blokowych).
Okazalo sie, ze programowanie w kodzie wewnetrznym, zwane tez
kodowaniem, w oparciu o dobrze opracowany algorytm wykonuje
si¢ prawie automatyecznie. To nasuneto mysl przerzucenia cigzaru pro-
gramowania, przynajmniej czgSciowo, na same maszyny cyfrowe.
Bylo to tym bardzie] konieczne, #e zastosowania maszyn rosna
szybeiej niz moiliwoei ksztalcenia programistéw. Z tego powodu
rozpoczela sie rozwijaé teoria jezykdw algorytmicznych z jednej
strony oraz teoria budowy translatoréw, tzn. programéw tlumaczacych
algorytmy z jezyka algorytmicznego na jezyk wewnetrzny maszyny,
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