Mechanika analityczna



Nieswobodny uktad punktéw materialnych M, (j =1...N)

Prawo Newtona
mp,=F +N, (j=1..N)

F - wypadkowa wszystkich sit czynnych, dziatajgcych na punkt M,

N --wypadkowa wszystkich sit biernych (reakcji wiezow)
/ dziatajgcych na punkt M,



Klasyfikacja wiezow

M, ~M, (xj,yj,zj)(jzl...N)

fK(xl,yl, Zis Xos Vs ZoseeesXnrs Vivs Zas Xis Vs Zis Xos Yoy Zaseees Xnrs Vs Zu t) =0 (k=1...k),
fK(xl,yl, Zis Xos Vs ZoseeesXnrs Vivs Zas Xis Vs Zis Xos Yoy Zaseees Xnrs Vs Zu t)SO (x =1...k),

fK(xl,yl, Zis Xos Vos ZoseeesXnvs Vivo Zas Xis Vis 215 Xos Vo Zz,...,xN,yN,ZN;t)ZO (x =1...k)

fo(3) vz 5, 9,0 2,01) =0 (j=1N, &k =1..k),
fo(x)sv0 2,05, 9, 2,,8) <0 (j=1.N, k =1..k),



Klasyfikacja wiezow

Wiezy skleronomiczne — niezalezne od czasu

fo(x0v02,0%,,5,,2,)=0 (j=1..N,k =1..k),
f/c(xjayjazja J,y], j) O(]:lN,Kzlk),
fo(x0 952, %,,5,,2,)20 (j=1.N,k =1..k).

Przyktad. Wahadto matematyczne, zawieszone
na niewazkim precie o dtugosci /.

f(x,y)sx2 +y° =1 =0 (I =const)

Wahadto matematyczne



Klasyfikacja wiezow

Wiezy reonomiczne — zalezne jawnie od czasu

Przyktad. Wahadto matematyczne,
zawieszone jest na nici, ktorej dtugosc jest
pewng funkcjg czasu. NiC przepuszczona przez
otwor w punkcie O jest nawijana na walec o
promieniu r obracajgcy sie z jednostajng
predkoscig katowa w.

[=1,—rwt

f(x, y,t)sx2 +y° —(IO —ra)t)2 =0



Klasyfikacja wiezéw

Wiezy holonomiczne lub geometryczne — niezalezne od predkosci
folxy,,2,,t)=0 (j=1..N,x =1..k),
fu(x,,9,,2,,1)<0 (j=1..N,x =1..k),
fu(x,.9,,2,,6)20 (j=1..N,x =1..k).

Wiezy holonomiczne - reonomiczne

fu(x,,9,,2,)=0 (j=1..N,x =1..k),
fu(x,,9,,2,)<0 (j=1..N,x=1..k),
fu(x,,9,,2,)20 (j=1..N,x=1..k).

Wiezy holonomiczne - skleronomiczne



Klasyfikacja wiezow

Wiezy dwustronne
M
ﬁ‘}:—: fe(X 9025, 9,,2,,1)=0 (j=1..N,x =1..k)

Z\f,\ Wiezy jednostronne

f]\"/[\ (X 2502008, 9, 2,,8) S0 (j=1.N, & =1..k),
(x5 ¥ 2%, 9, 2,020 (j=1..N,kc=1.k).



Przesuniecia rzeczywiste i przygotowane

r= l‘(t) Opis ruchu punktu materialnego

dr = (dx, dy, dz) =idx+ jdy + kdz

dx = xdt, dy = ydt, dz = zdt

Przesuniecie —elementarne - rzeczywiste



Przesuniecia rzeczywiste i przygotowane

M +dt
2\ dr 51‘:(536,5)/,52)=i5x+j5y+k52
M s t
L d dx t t
Y (%)=, | (ox)at =5 xdt

Przesuniecie przygotowane (wirtualne, mozliwe).

Definicja. @ Dowolne elementarne  (nieskonczenie  mate)
przesuniecie, zgodne z wiezami.

Inna posta¢ definicji. Przemieszczeniem przygotowanym
nazywamy nieskonczenie mate przemieszczenie proporcjonalne do
predkosci mozliwej ukfadu zgodnej z natozonymi na uktad
wiezami.



Wiezy holonomiczne

f(x,y,z,t)=c

¢ = 0 punkt nie moze opuscic powierzchni wiezow

¢ < 0lubc > 0 punkt moze opuscic powierzchnie wiezow

df—ld +—fdy+—fdz+—fdt—5c

gradf dy dz df dt
df = gradf o dr+adt = 0cC
or~ flx,y,z)=c
/Ll
>y gradf_l@erJ@erk@z



Stopnie swobody

Uktad punktéw materialnych M~M/(x,y,z), j=1,...N.

Wiezy geometryczne

/s (xj,yj,zj,t)zO (x=1..k, j=1..N)

Wiezy kinematyczne

N
Z(apjdxj +b,dy, +c,dz, +)+apdt=0 (pzl...r)

J=1

Stopnie swobody — liczba niezaleznych wspotrzednych 3N-k-r



Ogdlne rownanie dynamiki

Zasada wiezow idealnych, doskonatych (bez tarcia)

or

Vor Noor =20

Ax1.2)=0

Uktad N punktow materialnych

V@T] Nj05Tj=0 j= 1,...,N



Ogdlne rownanie dynamiki

Sf(x,y,2)=0

Przyktad 1. Ciato toczy sie bez poslizgu. W tym przypadku
wiezy s3g idealne poniewaz punkt  kontaktu ciata z
powierzchnig jest chwilowo nieruchomy. To znaczy, ze
przemieszczenie przygotowane tego punktu 6r,=0 i wtedy
dla kazdej reakcji N iloczyn skalarny N<ér,=0.



Ogdlne rownanie dynamiki

M, AN,

Przyktad 2. Dwa punkty materialne M, i M,
potgczone s3 sztywnym pretem (wiezy
idealne). Reakcje N, i N, skierowane s3

1 wzdtuz preta i s3 one sitami wewnetrznymi
dla  rozpatrywanego  ukfadu  dwodch
punktow. Praca sit wewnetrznych,

dziatajgcych na ciato doskonale sztywne jest
rowna zeru. Stad N,°6r,+ N,°6r,=0.



Zasada prac przygotowanych (przemieszczen
przygotowanych Lagrange’a)

Praca przygotowana(wirtualna) - praca sity F=(F,F,F)) na
przemieszczeniu przygotowanym or punktu przytozenia tej sity.

OW=F - 0r=Forcos (F, or)=F, 6x+F, Oy +F, 6z

lub
OW=M d¢

w przypadku ruchu obrotowego



Zasada prac przygotowanych (przemieszczen
przygotowanych Lagrange’a)

Na uktad punktéw materialnych M*M(x,y,z;), j=1,...N dziatajq sity
F,F,.. ,F,

N N N N
SW =) Wy =) Fyodr; = ) Fdrcos(F;,81,) = ) (Fiubx+Fy, 8y + F;,82)
=1 j=1i =1 31

Uktad jest w rownowadze gdy ~ F,+N. =0 (j=1..N)

Fj05Tj+Nj05Tj=U



Zasada prac przygotowanych (przemieszczen
przygotowanych Lagrange’a)

N N
) Fjo8r;+ ) Njodr; =0
J=1 §=1

Ogdlna postac zasady prac przygotowanych: warunkiem koniecznym i
wystarczajgcym rownowagi uktadu punktow materialnych jest to, aby
suma prac przygotowanych wszystkich dziatajgcych na ukfad sit

czynnych i biernych przy dowolnym przemieszczeniu przygotowanym
uktadu byta rowna zeru.



Zasada prac przygotowanych (przemieszczen
przygotowanych Lagrange’a)

Wiezy idealne

N
ZFJ- o or; =0
=1

Zasada prac przygotowanych: Warunkiem  koniecznym i
wystarczajgcym rownowagi  uktadu punktéw materialnych z
geometrycznymi (skleronomicznymi) wiezami idealnymi jest to, qby
suma prac przygotowanych wszystkich dziatajgcych na ukfad sit

czynnych przy dowolnym przemieszczeniu przygotowanym uktadu byta
rowna zeru.



Zasada prac przygotowanych (przemieszczen
przygotowanych Lagrange’a)

Przyktad 2. Dwa punkty materialne M, i M,
2 potgczone sg sztywnym pretem (wiezy
idealne). Reakcje N, i N, skierowane s3
wzdtuz preta i s3 one sitami wewnetrznymi
dla  rozpatrywanego uktadu  dwoch

punktow.

(r,-1,) =% - 2(r,-1,)d(r,-1,)=0 -
(r,—r,)(dr,—dr,)=0 —
(r,—r,)(or,-dr,)=0 — (Jr, -dr,)=0.



Przyktad. Wykorzystujgc zasade prac przygotowanych wyznaczyc
wydtuzenie sprezyny.




Oy =100,
or.
10Q, — O, :rZ%:rz_Q
£ "

or,
or, =0A4-0¢p, = OAr, —=

hs

or,, cos( f—N

OF, COS Y = O, COSCL =0T, COS X —>5rB:5rA—COS)/:OA-r2 ¢ ('B )
cosc K, cosa

OW =S o dry +Qor,=—-Sor, + Qor, =0



Or.. COs ( [3— 90r° }
¢ : ' +Q+§;r'g —

=5 -013+0-01,=0 = 0=—¢A-0153+0-0r, =—cA-OA-r,
i 2 COS

| cos(B-90 _
—cA-l-r, : -+0=0 —
5er, Cosd

P Or -1, cosa
c-l-rycos( f—907)



Przegubowa belka , podparta na trzech podporach, sktada sie
z dwoch czesci potagczonych przegubem C. Wyznaczyc reakcje
podporowe w punktach A, Bi D.

F, =60kN

F,=30kN

A
- ' - a

> .




Zastepujemy  oddziatywanie  podpor  reakcjami = wiezow.
Przemieszenia podpor w odpowiednich kierunkach beda
przemieszczeniami uogoélnionymi. Aby wyznaczy¢ reakcje Y,
odrzucamy podpore A.

F, =30kN
Y,
; = !
Xp
L Rt

2a 2a

Oy =0y/2

5W=FA 05rA +F15rQ: —YA@/—I-F;@//z:ODYA = F



Aby wyznaczy¢ reakcje Y, odrzucamy podpore B.

F, =60kN

. >
2a : 2a '

Sy, =6y/2 Oyp, =50y/6 Oy, =0y/3

0=R; ory, Jrlﬂw:S“rF1 +F, +{5‘1*F2 +F, +¢?1’F3 =-Y,-20y/3+F-6y/2+F,-55y/6+F,-6y/3 >



Aby wyznaczy¢ reakcje Y, odrzucamy podpore D.

F, =60kN

Oy =0y/2 Oy, =0y/2 Oy, =0Y

'[:|'=F__r_:,-~:‘3f‘l’1:,+].?1--*_”.ffl'ﬁ +F2-§1’FJ +].?3--'_T1'FJ =-Y,-20y— F-0y/2-F,-0y/2+ F,-0y —

1(¢ o i i
}‘?ﬂ:_ __1__2+E'3

2 L i

\
! W i ! rs



Wyznaczajac reakcje X, odrzucamy podpore i zaktadamy, ze punkt
przemiescit sie poziomo o 6x. Wszystkie podpory i punkty przytozenia
sit skupionych majg takie same przemieszczenie przygotowane. Ale
poniewaz te przemieszczenia sg prostopadie do wiekszosci
dziatajgcych sit, to wedtug zasady prac przygotowanych

0=Y,-or,+Y; o, +Y),-or,+K-or. +K -or; +K-or, =0+0+X,-0x+0+0+0 — X, =0.



Korzystajgc z zasady prac przygotowanych wyznaczy¢ reakcje w
utwierdzeniu A i podporze ruchomej B




W utwierdzeniu dziatajg sity X,,Y, oraz
moment M,. Aby wyznaczy¢ pionowa
reakcje Y, uwalniamy rame w punkcie od
wiezow w kierunku pionowym i nadajemy
jej w tym punkcie przemieszczenie 6y do
gory. Przegub C réwniez przemiesci sie o
6y do goéry do punktu C'. Punkt B moze
porusza¢ sie tylko poziomo, wiec
przemiesci sie on do punktu B na odcinku

OB. oy Oy
Sy=DC-6¢0 — 8¢ = -
Y @ ? =5

Sita F, przemiesza sie poziomo o J&x,=h-6p=h

, i , , i .k
0=Y, 0y +0-F-0y+ F,-0x, = A-ay—Fl-ay+F2-ay£—

A
Y= R

oy



Do wyznaczenia poziomej reakcji X,
uwalniamy rame w punkcie A od
wiezow w kierunku poziomym i
nadajemy jej w tym punkcie
przemieszczenie 6x w prawo. Cafa
konstrukcja (kazdy jej punkt) réwniez
przemiesci sie o 6x w prawo. Wtedy z
zasady prac przygotowanych (obrot w
utwierdzeniu jest réowny zeru, wiec
praca przygotowana momentu
utwierdzenia tez jest rowna zeru)

O0=%, 0x+0-F -0x = X =F,.




Do wyznaczenia pionowej reakcji Y,
uwalniamy rame w punkcie B od wiezow
w kierunku pionowym i obracamy
sztywng czes¢ CDB wzgledem przegubu
C o kat przygotowany 6¢@. Punkt D
przemiesci sie do goéry o o6y=I6¢p do
punktu D’. Punkt B i punkt przytozenia
sity F, przemieszczajg sie wraz z
punktem D oraz obracajg sie wzgledem
D’ o kat 6 ¢, znaczy to, ze przemieszczaja
sie rowniez do gory o 6y oraz w kierunku
0si x 0 6x, i 6x,=hb .

0 N X

f1
O= G"‘}?_E-'{S‘JJ"F{}_.LE:?'{S‘IE=Fﬂ'£{$fﬁj—lq:?'h{lj‘g}—:"}?‘E-:lq:?j_.




Do wyznaczenia momentu utwierdzenia M, uwalniamy rame w punkcie
A od wiezdw usztywnienia. Mozna to sobie wyobrazi¢ tak, ze
utwierdzenie sztywne zamieniamy na podpore statg. Obracamy czes¢ AC
wzgledem A o kat przygotowany 6 & (przemieszczenie postepowe punktu
A jest rowne zeru). To spowoduje przemieszczenie punktu E, w ktdrym
przytozono site F, o 6y,=AES0 do gbry oraz przemieszczenie przegubu C
o0 6y=AC66 do gory. Przemieszczenia sztywnej czesSci CDB sg takie, jak w
przypadku obliczania reakcji Y,:

kat obrotu 6@ wzgledem srodka D Y,

oy=I1-o¢p —>§(p:5y:AC'§9 Q
[ [

AC-56 M,

poziome przemieszenie sity F, ox,=h-6p=nh l

pionowe przemieszczenie punktu B jest rowne zeru

0=M,00+0+0— F -0y + F,-0x, =

4 —a

AC' - 66 AC ' .
—}MJq:FiAE—FEhﬁ—O _&_ v

=M 00— F-AE-00+F,-h




Ogdlne rownanie dynamiki (zasada d’Alemberta-Lagrange’a)

Na uktad punktow materialnych M*M/(x,y,z), j=1,...N natozono wigzy
idealne

mp,=F +N. (j=1..N)
lub z zasady d’Alemberta

F,-mp,+N, =0 (j=1..N) lub F,+B +N. =0 (j=1..N)

Kazdemu punktowi M, nadajemy przemieszczenie przygotowane 6r;. Mnozac kazde z
rownan przez 6r; i dodajac stronami wszystkie otrzymane réwnania, otrzymujemy
zaleznos¢

N
Z(FJ. ~mp,+N,)-0r,=0  lub

J=1

(F,+B,+N,)-or, =0

M-



Ogdlne rownanie dynamiki (zasada d’Alemberta-Lagrange’a)

vor, ZN:(FJ —mp,)-5r, =0

J=1

N
Z[(fo_mfjéf)°5xj+(ij —m]yj)ﬁyj +(sz —mjfj)'5zf]=o

j=1



Wspotrzedne uogdlnione i sity uogdlnione
Uktad N punktow o s stopniach swobody

Wspodtrzedne uogdlnione

%a qza cee9 qs
Predkosci i przyspieszenia uogdlnione

dy> G5+ 4, >G5+ 4,

xvzxv(ql,qz,...,qs;t) (v=1...3N)
(szxj(ql,qz,...,qs;t), v, =y (9, 0509,5)s 2, =2,(4,,95,.--4,31) (jzl...N)).



Wspotrzedne uogdlnione i sity uogdlnione

Przyktad. Dla podwdjnego wahadta matematycznego uktadem rownan wiezéw
beda 4 rédwnania

Uktad ma 2 stopnie swobody. Jako wspéirzedne uogdlnione mozna przyjac

katy (@, B), (x,,x,), (@ Xx,), oraz (f, x,). Uktadem réwnan wiezéw dla tego
ukfadu bedzie

x, =l sina=1[sing,
y, =1l cosa =1 cosgq,
x,=lsina+l,sinB=1[sing +1/,singq,

v, =l cosa+l,cos f=1Icosq, +1,cosq,



Wspotrzedne uogdlnione i sity uogdlnione

Przyktad. Potozenie wahadta sferycznego o dtugosci /
mozna okresli¢ za pomocg dwodch katow:

q,=0,9,=¢

2 2 2 2
Réwnanie wiezéw X +y +2Z —[7=0

x=[/sinfcos@ =I[sing, cosq,,
y =1[sin@sin @ =Ising, sing,,

z=1[cos@ =1[cosgq,.



Sity uogolnione

xvzxv(ql,qz,...,qs;t) (v=1...3N)
(x; =%, (41,000 nd31)s ¥, =, (4120000 0,51) s 2, =2, (415 @5enq3t)  (F=1...N)

Rozniczka zupetna kazdej wspotrzednej uogdlnionej

dx, =) % g+ gy
- 04, ot

Wariacja kazdej wspotrzednej uogolnionej

>\ OX
ox, = L0q, + ot
Z 0q, t



Praca przygotowana

W:iFjoérj.:ZF &, +F, 0, +F jz(szj:i]v“)(v(sxv
J=1 / v=1

{1 s 3N ‘\1' s (3N O 3 5
SW = ‘? X,0x, —‘? X 2 Sq=> D X, —Loq,=> | DX, —% |5q,=>05q,
'= 1 1-*=1 i=1 ":-"j i=l w=l ﬁf}; i=1 \ =l ﬁf}; Y, i=1
4
Sity uogdlnione
U X, 8y Y,
O = F,—+F, (i=1...s5)

| Jj=1 an 6Qi 5ql v=1 6ql



oW = inéqz

1. Uktadowi PM nadajemy przemieszczenie przygotowane 5qp =0, 2
pozostate wariacje 6q; s rowne zeru.

2. Uwzgledniajgc natozone wiezy wyznaczamy odpowiednie wariacje
(przemieszczenia przygotowane) wspotrzednych prostokatnych.

ox’,0y;,0z; (j=1.N) lubox, (v=1..3N)
3. Wykorzystujac wzor

W = Z/—' o O, —ZF &, +F & szézj:%)(v&xv

obliczamy odpomequ sﬂe uogolniong




Przyktad. Znalez¢ sity uogdlnione dla
wahadta sferycznego o  diugosci
zaktadajac, ze wspotrzednymi
uogolnionymi sg q,=6, q,= .

Sposob 1.

0 = F@+F Vg E pE Y pE_GE
“oq, 'oq “og 00 o0 00 06
Q2:F)C@+Fy@y Fﬁ_F@H:ay Z _ -0
aq, og, ~0q, ~Op ~Op ~Op el

x=I[smélcosp, y=I[sinfsinp, z=I[cosH

aZ:_[st 2_0 = 0 = G%:—Glsm@ O, =

00 00

+F,—=0C—.

OZ
8<0

—=0.



Sposob 2.

oW =Foor=Fox+Fo+Foe=Gx

d(cosO)
do

oW = Goz = -Gl sin 606

dz =1 df=—-Isinf df — oz=-Isin0d o0

O, =-Glsn0, O, =0



Przyktad. Znalez¢ sity uogdlnione dla uktadu mechanicznego
przedstawionego na rysunku. Sity ciezkosci dziatajgce na masy A,B,C
sq odpowiednio P, P, P; .Masy A i B poruszajg sie po gtadkiej
poziomej ptaszczyznie. Dwa niewazkie prety o jednakowej dfugosci /
potgczone sg miedzy sobg i z masami A i B doskonatymi przegubami
walcowymi. Sztywnosci sprezyn zamocowanych do sScian i ciat Ai B
s rowne ¢, i ¢, . Odlegtos¢ pomiedzy przegubem potaczenia pretéw
i ciatem C jest rowna p , a odlegtos¢ miedzy ciatami A i B a, przy
zatozeniu, ze sprezyny nie sg rozciggniete.

oo §_4 B_S,  0,0:

A e PR A >
z/ l Y
>« 1

< |

; °]

<




00 S B.S, 0,0

Srodek uktadu wspétrzednych O =

umieszczamy W potozeniu A
rownowagi statycznej ciata A. i‘ a ip
, , - x
Wspotrzedne punktow A, B, C : 17 C
3

OZNaCzymy Prze€z x, Vi, 2,5 Xy, Vo5 Z55 X35 V35 23

Rownania wiezow

x,=0,x,=0,z=0,z,=0, z, =0,

_(x3 —p)—xl]2 +(y3 —yl)2 +(z3 —21)2 ~I’ =0,

_(x3 _p)_xz]2 +(y3 _J’2)2 +(Z3 _22)2 -1I*=0.




oo 5 A4 B_S, 0,0,

2

>

Wspotrzedne uogolnione

4, =515 4, =@

Sity dziatajgce na uktad

F=P+S,FE =P, +S,,F, =P,

Rzuty sif na osie

Ex:R’ F2x:])2’ F;x:]%’

Flyz—cl(lerﬂ,l), Fzy=02(S2+/12):cz(a—sl—/11—2lcosg0), F;, =0,
EZ:O’ F2Z:O’ F;)z:O9



x, =0, x,=0, x, =lcos @+ p,
V=5, V,=8+2Usinp, y,=s+Isme.

ox, =0, ox, =0, 0Xx, =—[sinpop,
0y, =08,, 0y, =08,+2lcospop, O0y,=0s,+I[cospop.



Praca przygotowana

oW = Flfﬂ_‘rl + szt"}_‘l.‘z + K, ox, =
—c (8, + A4 )05, +c, (a—s,— A4 —2lcose) (s, + 2l cos pSp )+ B, (] sin pdgp ) =

_ - ) - Y o | T, T .
—[—.-:?1{.$1+;11.}+.-:?2{n—sl—x-.l—;fc‘::r:-_ago}].:‘.:—.fl+[c?2{_n—31—,=‘-.1—JCDb@]JCGh@—%Mm

U

0, :—cl(s1 4—/11)+c2 (az—S1 — A —21C08§0),
0, =c,(a—s,— A —2lcosp)2lcosp— Blsinp.



Drugi sposob

55, # 0,50 =0 A
Sx, =0x, =0x,=0, Sy, =8y, =5y, =05,

SW!'= Eyfji_vl +F2y::'5'_1‘2 +F, Ox, =—c,(8+ 4 )0s,+¢c,(a—s,— A —2lcosp)ds, =

= [—cl (s;+ A4 )+e,(a—s,— 2 — 2!005@'}] s,

U

] = - =g (54 ) e la—s <A< 2 cosip)



op#0 Js, =0

ox,=0x, =0y, =0, ox, ==Ism@op, 0y, =2[cospop, Oy, =1cospop.

SW?_—F Sv ;oA PR e ) am\ " i i e M
OW*=F,0n+F,0v+Fox=c(a—s—/4—2lcosp)2lcos pop+ F, (s @op ) =

- [ffg (a—s, — A4 —2lcosgp)2lcosp— Blsin f;a] oP.

U
S S .
() = 2l [}w =c,(a—s8 —A4 —2lcosp)2lcos p—Plsing

[ﬁsz O




Zasada prac przygotowanych we wspotrzednych uogdlnionych

Jezeli na uktad PM natozone s3 idealne wiezy holonomiczno-
skleronomiczne (ograniczajgce przemieszczenia i niezalezne jawnie
od czasu) to warunkiem koniecznym i wystarczajgcym rownowagi
dziatajacych na uktad N sit F; jest aby suma prac na dowolnych
przemieszczeniach przygotowanych punktow przytozenia sit byta

rowna zeru. .
SW=Y065g=0

J=1

Poniewaz przemieszczenia przygotowane sg niezalezne, to

a . 6 ' 3N
0. = Z( ]x—+F. 6Lq]+F]8_j]]jE V(?XV:O (i=1..5)



0
Przyktad. Podnosnik z korbg OA podnosi i

ciezar Q . Do konca korby przytozona jest =
sita P. Obliczy€ ciezar Q, jezeli skok sruby O \A
podnoénika wynosi h. s ¢ p
Wspotrzedna uogodlniona T
X

QI :gp 77

Zasada prac przygotowanych

Prop—Qox =0

Wyprowadzamy zaleznoé¢ miedzy 0@ i Sx. Obrét OA o kat
=27 (jeden skok) wywotuje podnoszenie o x=h. Stad
@ X X @ /i /i

L=l ==l =S, A= 3 X =0 —
2 17 h 2x (pi?r (PE?E"



= P
Z zasady prac przygotowanych Tx
74
S i B 5 s, 5 N g B
II&@—Q&@E—U, ‘ s —QE It:b(p—U — P —Q_E—U
U
2y
G=P

h



Przyktad. Wielokrazek sktada sie z nieruchomego krgzka A i n

ruchomych krgzkow. Wyznaczy¢, w przypadku rownowagi, zaleznos¢
miedzy ciezarem Q a sitg P przytozong do konca liny zwisajacej z

nieruchomego krgzka

Uktad ma jeden stopien swobody, poniewaz jego stan jest
jednoznacznie wyznaczony przemieszczeniem x sity P.
Oznaczymy przemieszenie przygotowane srodka krgzka kprzez
6Xk.

Po przemieszczeniu przygotowanym oxpunktu przytozenia sity
Plinka na krazku 1 skréci sie o ox i dlatego Srodek krazka

przemiesci sie 0 6x; = —%. Koniec linki na krgzku 2 uniesie
sie do goéry o Ox;. Dlatego srodek tego krazka uniesie sie do

géry o potowe tej wartosci dx, = % = —z—f. Podobnie dla
krgzka 3. 0X) = —(25—9,:.

Pox+Qo6x, =0 — P5x—Q%:O — (P—zgnjgxzo N >

0

yrzzy
A
7 P
2
n
X
v O

="



Przyktad. Nieruchomy klin K o masie M, lezy na gtadkiej poziome;
ptaszczyznie, podtrzymujgc pionowy pret AB o masie M,. Uktad
pod dziataniem sity F, przytozonej do klina K poziomo jest w

spoczynku. Wyznaczyc

yA

F KM1
—

T T

?//!/‘//5//// S S >

Gy

1. wartos¢ bezwzgledng sity F gdy pochyta powierzchnia klina
tworzy z poziomem kat «;

2. zakres wartosci sity F, gdy pozioma ptaszczyzna nie jest gtadka i
wspotczynnik tarcia miedzy nig a klinem jest rowny u.



Na uktad mechaniczny dziataja sity:
sita ciezkosci klina G, (G =M, g);
sitfa ciezkosci preta G, (G,=M,g);

sita reakcji poziomej ptaszczyzny N=-G, -G, (N=G,+G,);

sita tarcia T, skierowana przeciwnie do kierunku mozliwego
ruchu - w przypadku niegtadkiej powierzchni.

Jesli przesunac klin w kierunku poziomym wzdtuz osi Ox o §x, to
pret podniesie sie do gory o &y, przy czym sy zalezy od &sx:
oy=ox-1gc.

W przypadku gladkiej powierzchni praca przygotowana sit
dziatajacych na uktad bedzie rowna

oW =F-0x-G,-0y=F-0x—-M,g-0x-tga

oW=0 > F-ox-M,g-ox-tga=0 > F-M,g-tga=0 > F=M,g-tga




W przypadku niegtadkiej powierzchni sg dwie mozliwosci:

o
1. sita F jest dostatecznie duza i sita tarcia nie pozwala klinowi 2 y%
przesungc sie do przodu. Wtedy sita tarcia T ma przeciwny zwrot
. . 7 . . . . . . .X;
do sity F i stan rOwnowagi granicznej jest osiggniety wtedy, gdy e
1

sita tarcia osigga swa najwiekszg wartos¢ T=uN
Praca przygotowana sit dziatajgcych na uktad bedzie réwna

OW=F -6x-T-0x—-G,-0y=F-0x—Nu-ox—M,g-ox-tga;
SW=0 > F-6x—(G +G,)u-6x-M,g-6x-tga=0 -> F, =(G +G,)u+M,g-tga.
2. sita F jest dostatecznie mata i sifa tarcia nie pozwala klinowi poruszad sie do tytu. Wtedy

sifa tarcia T ma zwrot sity F i stan rownowagi granicznej jest osiggniety wtedy, gdy sita tarcia
rowniez osigga swaq najwiekszg wartos¢ T=uN

Praca przygotowana sit dziatajgcych na uktad wtedy bedzie réwna

oW =F -0x+T-0x-G,-0y=F -0x+Nu-6x-M,g -ox-tga;
SW=0 - F-6x+(G +G,) u-8x—M,g-6x-tga =0 - F,. =—(G +G,) u+M,g-tga.

min



Uktad bedzie w rownowadze, gdy

e Y >

G|

F.<F<F_— Mzg-tga—(Ml+M2)g,u£FSM2g-tga—|—(Ml+M2)g,u

max



Q=5 =@

0, z—cl(sl+ﬂq)+c2 (a—sl—ﬂ,—lein(p),
0, =c,(a—s,— A, —2lsing)2lcosp— P/sing.



Uktad mechaniczny jest w rGwnowadze gdy s,=0 a
kat @ ma jeszcze nieznang pewng wartos¢ ¢=¢,. Z
drugiej strony warunkiem réwnowagi jest Q,=0 i
Q,=0. To znaczy <

Q
z
>

!
i

—c, A +c, (az—ﬁu1 —2lsing,) =0,
¢, (a— A —2lsing, )2l cos p, — Blsing, =0.

Z pierwszego rownania

C, (a—2lsing00)

—c, A +cz(a—ﬂ,1—2lsing00)20 — —c A —c, A +cz(a—21sing00):O —> A =

¢ t¢,
z warunkéw geometrycznych a= /1| + /12 +2[/sin ®,
—2/sin
A =a-A -2lsinp, > lzza—cz(a %)—lein%:
C, +C,
ac, +>&%+W—21€1 singoo—/ﬂmo
= >

2 = ¢,(a—2lsing,)




Z drugiego rownania uwzgledniajgc wzor na A,
otrzymujemy

—2/sin
cz(a—cz(a %)—21sin¢0j2Xcos¢0—P3Xsin(p0:O —
¢ +c,

Cz(claJF}EQ—}EQJFW—W—ZZQ singoo)2cosg00 —(¢,+¢,)Psing, =0

*

Stad mozemy wyznaczy¢ kat ?y = P,

2¢,c, (a—2lsing,)cos@, = (¢, +¢,) Psing,. lub a—21sin @, :ET



(¢, +¢,)

¢ G,

Aby rozwigza¢ réwnanie a—2lsimg, =F tg @,

na ptaszczyznie wspoitrzednych ¢, y poprowadzimy dwie krzywe o réwnaniach

yA
"y y=/i(0,) o
| a ; | . yv=fi(9,)=a-2lsing;
1 | a-
;e_ 6>x< ‘ > C, +C
/2 O ?y /2 Py y:f‘z(gpo)zg%tggpo
1¥2

y=15(9,)

Na odcinku @, €[-7/2;7/2] istnieje tylko jeden punkt przeciecia a wiec istnieje
tylko jedno rozwigzanie rownania i jedno potozenie réwnowagi statycznej
uktadu mechanicznego.



i T
B cos g, =0, l.op, =—;
cos @, =0, 0
Gdy P;=0 (a—ZZsingoo)cosgoO =0 > o _ —> | . a 2
a—2lsingp, =0, sing, =—, . a
21 2.9, =arcs1n2—l.

T
Pierwsze rozwigzanie Po= %P0 = 2 Swiadczy o tym, ze zawsze istnieje potozenie

rownowagi, gdy prety sg poziome.

. a
W przypadku gdy a > 2/ réwnanie S1% ~ 5, hie ma rozwigzania, wigc istnieje tylko
jedno rozwigzanie ¢, (jedno potozenie rownowagi).

. a
Gdy g =2/ réwnanie SI%, :5:1 ma rozwigzanie g, =g, =”  wiec réwniez
istnieje tylko jedno rozwigzanie ¢, (jedno potozenie réwnowagi):

, . . a o ) — v
Gdy a < 2[ réwnanie sing, =-; Marozwigzanie % =i ZarSIN_# @,

wiec w tym przypadku istniejg dwa rozwigzania ¢, i ¢, (dwa potozenie
rownowagi).



Rownania Lagrange’a

Fi(%57,52,58) ~ £ (%,5) =0 (j=1..N; K=1..k)

xvzxv(ql,qz,...,qs;t) (v=1...3N)
(szxj(ql,qz,...,qs;t), yjzyj(qu,qr2 ..... qs;t), ijzj(ql,qz,...,qs;t) (j=1...N)).

d N I
)'C dev — xV (ql qz qS )_ aX"v 6ql _|_axv aQ2 + _|_axv aQs _l_axv

Y dt dt oq, &t oq, &t oq. ot o
_8xv.+%. N +8xv. +8xv_iﬁxv.+8xv
oq, 9 oq, 94 T - oq. g o “=oq qi o



X

|4

|4

dx dxv (ql’ q29“" qs’ ) a‘x an 8xv agz + + aXV aQs + 8xv

dt dt oq, Ot an ot  0oq. ot ot
ox, . 8x 6xv . ax

= +...+
aq, 8612 &JS ot 5611

Predkosc x jest funkcja liniowg wzgledem predkosci uogdlnionych
d,»q,,--» 4, ROzniczkujac te réwnos¢ wzgledem pochodnej ¢,
otrzymujemy

ox. Ox

vV __ V

0q, 0q,




S 0x ox s
de =S g0 + e gy _y X
; 5 4+ — 5x Z‘ ” 5, + K31




Ogdlne rownanie dynamiki (zasada d’Alemberta-Lagrange’a)

vor, ZN:(FJ —mp,)-5r, =0

J=1

N
Z[(fo _mfxf)'ng +(ij —mjyj)-5yj +(sz _mjéj)'&j] =0

j=1
3N

> (X, —m,)5x, =0

v=l

oW = inng



2
3ZN:mv)'c'V5xv = Al 0q. = 25ql3ZN:m d X, O%,
v=l

i=l1 aqz i=1 ql
S (4 3 3N (4),(5)
:Z5qi<i dx, Ox, Z ox,, 8
i=1 \dt v=1 dt aq v=1 dt dt aq
S ( 3N s
=364 23 m,3 =Y 5q, 14 L EL
i=1 \dt v=Il j i i=1 dt aql aql

1 > 2 1 > -2 -2 <2 13N -2
Ezgjzz;mjvj =5;mj(xj+yj+zj):§;mvxv

=X, (4> G>5q3t)~ %, (4:52), X, =%,(4,.95t), E=E(q,,4;5)

OE & _ox, OFE & . ox
—.:vaxv —, =vaxv
oq. o og, 0q, o oq,



Rownania Lagrange’a drugiego rodzaju

d[aﬂ—a—E )

3

>5qp=() —> d[@E]

OF

dt| &g,

@qp_

-0,=0

Ogdlne rownanie dynamiki holonomicznego uktadu we

wspotrzednych uogodlnionych

d| oF

dr| &g,

ok
ag,

0, (p=L..s)



Przyktad. Trzy ciata pofaczone s3 ¢ oD X2
nierozciggliwg nicig, przerzucong przez
nieruchomy krgzek. Pierwsze dwa ciata
poruszajg sie po gtadkiej poziomej
ptaszczyznie, a trzecie wisi swobodnie. ,,#523
Obliczy¢ przyspieszenia kazdego ciata G,
oraz site T napiecia nici w przekroju ab.

=
1R o
S

e
(\9)

\

\/

™

ﬁ:( Fy —mx, )5x +Z( Jy_my])éijrZ(F mz) =0

Jj=1

Fix:Féx:F;x:O’ Ey:F2y:F;y:O’ EZZGI’ F722:G2’ F;Z:G3’

X, #0,x,#0,x,=0, y=y,=y,=0, z,=2,=0, z; #0,



0X, g i
1) x —x, =1, =const — ¥ =¥, ox =0x,, i b pHee "2
2) x,+2z, =l =const = X, =—%,, Ox,=-0z;. & f @
va v -
G, G,
X =X, =, 0 =0X, =—0z, ,2,4823
3
A vG3

—mX,0x, — M,X,0X, +(G3 —m3'z'3)§z3 =0 lub —ﬁjélé'xl —%5&25)62 +(G3 —%23j5z3 =0

4
G +G,+G; .. . G
G+—3%=0 > ¥=-g &
g G +G, +G,
(—T—mljc'l)5x1=() lub [—T—ﬁ)ﬁ]&cl =0 > —T—i)'c'1 =0 —>
g g

T——i)’é __G|_ G, _ GG,
¢ ' g1 °G6G+G,+6G ) G+G,+G,

—




Przyktad. Jednorodny krgzek o masie m i
promieniu r moze obracac sie bez tarcia
wzgledem osi O. Przez ten krazek
przerzucona jest nierozciggliwa ni¢. Do
lewego konca nici jest zamocowana jest
sprezyna o sztywnosci ¢, a do prawego —
ciezar G o masie M. Okresli¢ ruch ciezaru
i okres drgan, jezeli w potozeniu
rownowagi statycznej ciezar G miat
predkos¢ poczatkowag v, skierowang w
doét. Mase sprezyny i linki pomingc.

d(OF) OF

dt\ Ox ‘azQx




Potencjat sit jest rowny sumie potencjatow
kazdej sity.

1
U :ng_EC(XJF )2
Sita uogodlniona
0. =%—U=Mg—c(x+/1):MG—C%—cx:—cx
” v



2
() {2
dt\ ox 2
E
9%E o d
Ox
Rownanie Lagrange’a dt
X+ 2 x=0 lub ¥+k’x=0
2M +m




x=asin(kt+gpo)

ClSin(kt‘F(DO)t:t 0 :aSin¢0 :Oa
d .
Et(asm(kt-l_%)) :akcos(ngDO)t:t = akcosp, =V,
t=ty=0 "
asin g, =0, Yo Yo
—> ¢,=0, a= -
ak cos @, =v, kcosp, k

x=v—]§sinkt (k:\/ = j T:%’:zﬂ M +0,5m



\\\\\\\\\\

fizycznego, ktorym jest jednorodny dysk o masie
M | promieniu r zamocowany za pomocy
niewazkiego preta o dtugosci /.

d(OE )| OFE
. __:Qgp
dt\op ) O

Potencjat
U = Mgx. = Mg (l+r)cosg
Sita uogéiniona
U

0, —%:—Mg(l+r)singp



\\\\\\\\\\

|
E :5102602

1
I, =1, +Md* =1 +M(I+r), I =§Mr2 —

I, :%Mrz +M(1+r)

:%(r2+2(l+r)2). Y

1, 1M M G=Mg
EZE 02(0225 7(7" +2(l+7")2)(02_—4 (7’24—2(14—7")2)@2
OF
_8gb:]02¢:_2 (r +2(l+r) )gp _5g0 0



\\\\\\\\\\

1,0 E%(l’z +2(l+r)2)gb = —Mg(l—l—r)singo = mom, G

=<

G=Mg

5= 2g(l+r)2singo lub ¢+ 2g(l+r)

r2+2(l+r) r2+2(l+r)

=sing =0

¢‘t:t020 = ¢09 ¢L:t020 — ¢O = a)o



Energia kinetyczna we wspotrzednych uogdlnionych

1 & 1 3N ,
E 5 m r — A mVxV
2 ; JJ 2 —
(ql,qz, »q,;t) (v=1..3N)
S 0
% = ox, 09, N axv - Ox, . ox, (v =1.3N),
m0q, Ot Ot T lﬁqp 8t
N s 2
().CV )2 _ Z 8x ox, Ox, . i+ 22 Ox, axvq.p +((’3ij (v=1.3N).
p=l1 aqp p=1l r=I1 aqp r p=1 aqp at 8t

Nooox, O, . & o o, 1 (ax, )
ZZ%%Z e NG, S m xV+—va( xvj.
p=1 =] )

p =1 r=I1 v=l aqp 5% aqp Gt 2\‘,:1 8t
b,

'

d



¢, - O, 0y, &, v O, 0x, 1 Ox,
E=g L2408 2, *Z%Z’”‘/aq ot +2va(at

p=1 r=1 p 1/—1 y
a 159 ¢
L Ox, 8xv X X Ox
a, Eapr(q;t)=z;mv P =b EC(q;t)=Z;mv( -
v= p r V=
1
ZZaprqpqr +prqp +—c=E+E +E,,
2 p=1 r=1 2
|
Zzaprqpqr’ k= Zb d, E,=-c
p =1 r=1 2

W przypadku wiezow skleronomlcnych energia kinetyczna jest
jednorodng funkcjg kwadratowg predkosci uogdlnionych

— ¥ >4, ()44,

plrl



d| OF OF
dt{@q'p]_—_gp (p=1...5)

> a g, =(*
p=I



Rownania Lagrange’a w przypadku sit potencjalnych. Funkcja
Lagrange’a

U=U(q1,q2,...,qs;t)

oU
. T Qi:_ (l=1S)
Sity uogodlnione oq
d| oF OF d| OF oF oU
dt\ dq, | 0Oq, dt\ dq, | 0Jq, 0q,

Funkcja Lagrange’a

L=FE+U=E-V




OL OF d[&Lj oL

) ) — |—-———=0 (p=1...9)
aqp 8qp dt\ oq, ) 0q,

Uwaga. Jezeli na uktad mechaniczny dziatajg sity czynne
potencjalne z potencjatem U=U(q,q,...q,t) oraz sity czynne
niepotencjalne, ktére powoduja sity uogdlnione Q", to w tym
przypadku rownania Lagrange’a majg postac

) o8 |_oF :6U+QZ-* (p=1..s) lub 2 e =0, (p=L.9).
dt\ 04, ) 0Oq, Oq, dt\ oq, ) 0q,



Przyktad. Wyprowadzi¢ rownania ruchu wahadta
matematycznego M o masie m i dtugosci /. Punkt
zawieszenia O, wykonuje drgania harmoniczne z
amplituda a i czestoscig kotowg w w ptaszczyznie
pionowej wzdtuz prostej, nachylonej pod katem a
do poziomu.

OO0, = asm wt
d | oE )| OF
|l A .. | A — Qgp
dt\op ) O

x,, =lcos@p—00, sina =/cos@p—asinwtsinc,

Yy =Isin @+ 00, cosa =/sim @+ asin wtcosc.



Potencjat
U =mgx,, =mg(lcosp—asinwtsina).

Sita uogodlniona

oU .
= ——=—mglsin

Energia kinetyczna

Ezémvé :%m(x]@ +)'/j4)




. . . 1
X, =lcosp—0O0 sina =[cos@p—asinwtsinx ’
{ W )

Yy =Isin @+ 00, cosa =[si @+ asinwtcosc.

E

1

=—m
2

1

—m
2

X,, =—Isin@-@—awcoswtsina,

)./M =lcosg0-(b+aa)cosa)tcosa.

X
Y G=mg

. . . ) . ,
|:(_ISIH(D°(D—CZO)COSG)fSIHCZ) +(ICOS<D'¢+GC()COSC()Z‘COSCZ) :|:

[12 sin @ - ¢” + 2law coswtsinasing - ¢ +a’w” cos’ wtsin® a +

+17cos’ @@ + 2law coswt cosa cos Q-G +a @’ cos” wt cos” a] =

1

~m [lng2 +2lawcos(wt) ¢ (sinasin ¢ + cosa cos @) + a’w’ cos” a)t] =

= %m[lngz +2lawcoswtcos(p—a)+a’w’ cos’ a)t].




04
OE . >
— =ml’¢+mlawcos wt cos (¢ —a) Y
op
i(@_Ej =ml*p —mlaw’ sin wt cos (@ —a ) —mlaw cos wt sin (@ —a ) @
dt\ 0p X M
Y G=mg
oF : :
P —mlawcoswtsin(@—ar) @
@

ml*$ —mlaw® sin wt cos (¢ —Q)WW =—mglsin @

2
gb—%sina)tcos(go—a)Jr%singo =0



2
gb—%sina)tcos(go—a)Jr%singo =0

siIn@ = @, cose =1

cos(go—a) =sInaSIN@+COSACOSP = @SN +cosa

2

gb—aa) sina)t[gosina+cosa]+§gp:o

2 2
. g aw . . aw’
(DJ{T_TSHM”SIHO‘}D:Tsma)tcosa

¢‘t:t020 = ¢09 ¢‘t:t():0 — ¢O = a)o



Przyktad. Wyprowadzi¢ rownania
ruchu wahadta matematycznego o
masie m i dtugosci /, ktérego punkt
zawieszenia O, o masie M porusza
sie pod dziataniem sprezyny o
sztywnosci ¢ po doskonale gtadkiej
rowni pochytej pod katem a do
poziomu. Drugi koniec sprezyny
jest nieruchomy.

Srodek O osi wspdtrzednych wybieramy w Xy
punkcie rownowagi statycznej, tzn. sita
sprezyny S rownowazy skierowane pionowo

do dotu sity ciezkosci ciezarow G=mg
punktu A i G,=Mg punktu O, oraz reakcji N
rowni pochytej, skierowanej prostopadle do
rowni.



Wydtuzenie statyczne A

Rzuty sit na os &

—Mgsimma—-—mgsimna+S5 =0

m+ M

—Mgsina—mgsina+cl=0 > A=

Wspotrzedne uogdlnione — dwa stopnie swobody

P~ q, é:NqQ



d(0E) OE OE\ OE
dr(acbj__g” dr[aéj_a_é‘gf

Xp =—6SINQ, Y, =5C08Q,;

x,=lcosp—-Esma, y,=Ismp+Ecosa.

Potencjat

U=mgx, +Mgx, —%c(cf—l)z = mg(lcosgo—Kfsinoz)—Mgfsinoz—%c(f—ﬂ)2

Sity uogolnione
oU
=——=-mglsing,
- M
O, = Z—gz_mgsma Mgsino — c(§ /1): (m+M)gsma—c§+cm+

gsina =—c.




Energia kinetyczna

_1 o) 1 2_1 ¥ 1 -2 .2
Ev—§]\4\/'0l +EWZVA —EMé: +§m(xA +_)/A)

Xg =—6SING, Y, =5C0Sa;

x,=lcosp—SEsine, y, =I[smp+<Ecosa.

: : rv
X, =-Ising-¢g—Esina, y,=Icosp-¢p+Ecosa G778
1

E=—MZ +lm[(—lsin¢-(p—fsina)2 +(lcos¢-(p+§cosa)2} :lefz +
2 2 2

+§m|i1281n2(0-(02+2181H(0-¢§Sln05+§281n205+120082(0'(02+ZICOS(0-¢§COSCZ+§200820{}=

I, ., 1 . Ll : -
= EMS‘ZZ +§m[12gp2 +2Ip& (sing - sina + cospcosa ) + 52} =
1

:5M§°2 +%m[12gb2 +2lpE cos(p—a)+ cfz]



%:mlzgwrmlfcos(go—a), Z—§:M§'+m(§+ml(pcos(gp—a) =(m+M)f+mlgbcos(g0—a)
@

% 2_5 =ml*$+mlécos(p—a)—miEsin(p—a)p

dit 2—? =(m+M)é&+mlpcos(p—a)—mlgsin(p—a)e
OF : OE
—— — —mlpEsi -a), —=0
o p&sin(p—a) o

Rownania Lagrange’a

ml*@+mi& cos (o —Q)MW = —mglsin @

(m+M)E+migeos(p—a)-mlgsin(p—a)p—0=—c&



.cos(p—a) g

p+<& l +7sing0:O
E+(p ml cos(p—a)—¢’ ml sin(p—a )+
m+ M m+M
¢t2t020 = ¢09 ¢l‘=t0=0 — ¢() = a)o;

(;:|t=t0=0 = 50’ 5 t=t,=0 = 50 =V




Przyktad. Uktad mechaniczny sktada sie z trzech ciat o masach m,, m,,
ms i promieniach r, r, i r; potaczonych nierozciggliwymi ni¢mi. W
potozeniu rownowagi uktad byt nieruchomy. Wyznaczy¢ przyspieszenie
p, pierwszego ciata. Promien bezwtadnosci ciata 2 rowny i,. Ciato 3 jest
jednorodnym dyskiem. Wspotczynnik tarcia ciata 1 jest rowny 4z, a
wspotczynnik oporu toczenia ciata 3 f,;.




Uktad ma jeden stopien swobody
Wspotrzedna uogodlniona:
przemieszczenie ciata 1

q;=5
Rownanie Lagrange’a ﬂ 5_E _G_E:Q ~0 3 B G
da\os) os =

Sita uogodlniona
W =G ot +T, 00 +N odr+G,o00r,+T,o0r, +N, ook, =
1 1 1 1 1 1 3 3 3 3 3 3
=G, cos( 90" — |57, =T} - 51, + 0+ Greos( 90° + )61, = T, - 51, + 0 =
=G smo-on —10n—Gsmf-or,—Ton=(Gsma—1)on—(G,sm f+1T1,)or,

{' cos(90° — e | =siner, cos(90°+ f)=—sin S '



) . or;

R.

N TR )
RE

I, = N, = G, cosa, 1T, :£N3 :&Gs cos [

r n

I g e _ 37 i _ L st | .
OW =(Gsina—-1,)0r—(Gysm f+T5 )y (R—I: (Gysino—T; )= (Gysin f+7T, }R—z}bq =061 >
2 2

& a5 s I
O =(Gsma—T ) (G,sin f+T, _}R—z.
2

J; |5

O, = (G, sine — 1,G, cos ) —‘ G, s 3 +—f3 G, cos

Ly }'3 _/'I 2
=(smo—ycosa )G, —| sm f+ %cos & R—E G,
I'\ 3 /'l 2

[ = = g4 oo I. . qio0 4 oo .I I
= (s 45 — g cos 45° )iy g —| s 45 +&cos 45 ?zngg
' ' \ I L




Energia kinetyczna

E=E+E +E,

o, 1
E =—myv =—ms" =
2 2
E, =1Lo
2 2
) 2
r, I r, r,
W1, =31 —> 0y =W, —= Vi V3 =01 =W, — K =W, =—=V,
£ 213 £ 2
1 1 1 I.f' "\2 rd "\.2
. 2 = 73 2 2 73 2
By =~ vy + - L0 _;mﬁ‘ — ‘ W+t ‘ - | W =
= = = | ke = = s, 2']3 A
1 g ™, 2 1 i kY 2 % I " 2
7 I 5 & I- 7
= 1, ‘—3 +:‘—3‘ Y :—mE‘—E‘ v
iz I'\ RE /'I = I'\_ RZ _.f'l . I'\ 2 .-f'l



Przyktad. Przektadnia zebata sktada sie z
dwoch kot zebatych o masach m, m, i

promieniach r, r,. Do két zebatych
przytozone s3 momenty M,, M,. Jakie s3
przyspieszenia katowe tych kot?

ho, =1Ly,

Rownanie wiezow holonomicznych

f=rp+re, =0

d | OE OF
- =g,
dt\ 0@, | Og,




O'W =M o¢p,+M,00, =M op, + M, 5§01r1j EMl_Mzij&Dl

0, =M, ~M, C VS

1 1 1
E=FE+FE = [a)+ ]a) =— ¢ +—
1 2 2 2 21¢1 2

2
1 1 1 | | 2
E=E +E, :511(012 +512w22 =Ellqb12 +—1, (—i(blj 25(11 +1 1—}%2



oF .
_.:£[1+12L2]¢1
D 5 \0,
d[an_([H ij oF _,
1Tl L Th o D P
dt\ 0@, 7, ®,
Rownanie Lagrange’a
A i
L+, = |\p =M -M,—
r 7




Rownowaga stateczna, niestateczna i obojetna

Definicja. Stan rdwnowagi uktadu jest stateczny w sensie Lapunowa,
jezeli:

Ve>035>0V(q .4, i=1,..n) Z[(gl)z +(q’l.0)2} <5*=)> (g, (t))2 <&’

I I



Réwnowaga uktadu mechanicznego jest obojetna, gdy dowolne
mate wychylenie uktadu z potozenia rownowagi sprowadza uktad
W nowe potozenie rownowagi i nie powoduje ani przyblizenia
uktadu do poprzedniego stanu rownowagi, ani oddalenia od niego
(tak jak to ma miejsce w przypadku rownowagi niestatecznej).

Wazne, ze nawet znajac potfozenie roéwnowagi uktadu
mechanicznego, zawsze trzeba zbadac, czy przypadkiem to
potozenie nie jest stanem rownowagi niestatecznej, poniewaz
mate zaburzenie tego stanu moze spowodowac coraz to wieksze
odchylenie od niego i, by¢ moze, spowodowac wypadek.



Roéwnowaga stateczna

O R¢ iestat
ownowaga niestateczna
AT AR
x| A q
25"
“« 5
q’A
7NN
o] o %4 Rownowaga asymptotycznie stateczna
an— |
=ty (4)
< >




Kryterium Lagrange’a-Dirichleta. Potozenie, w ktorym energia
potencjalna V = -U uktadu mechanicznego, na ktory natozone s3
idealne wiezy skleronomiczno-holonomiczne, osigga minimum
(potencjat osigga maksimum) jest potozeniem réwnowagi
stateczne;j.

Jest to warunek koniecznym i wystarczajgcy.

8U(q1) 82U(q1)

=0, — < 0 Jeden stopien swobody
a% 6%
aU(%a%): aU(%a%):O
8% ’ a% ,
2
U (91.9,) _, U(4.4.) _ @U(4:4,) &°U(4:9.) _(GQU(%,%)} -0
0q; C 0g; - 0g; 0q; 0, 0q,

Dwa stopnie swobody



Definicja 1. Funkcja £ ma w punkcie (x, y,) nalezgcym
do dziedziny Dy minimum lokalne

0

35 V(x,y) € Dy [ (x,7) € O(%, 9):6) = [ (%, 1) = [ (X0, %) ]

Definicja 2. Funkcja £ ma w punkcie (x, y,) nalezacym
do dziedziny Dy maksimum lokalne

0

35 V(x,y) € Dy[(x,¥) € O(x0, ¥9):6) = [ (%, ) < [ (x0, o))

Jesli w implikacji nierownosc zastgpimy nierdwnoscig ostrg to
mowimy o minimum (maksimum) wtasciwym.



Warunki konieczne i wystarczajace istnienia ekstremum
funkcji wielu zmiennych

Warunki konieczne

8f(x1,..., xn)
8x1




Warunki wystarczajgce

x@x] i

2 2
d* f = Z afdxdx —Zaljdxdx (,.j— af.]

d’f

jest dodatnio okreslona — minimum;
jest ujemnie okreslona — maksimum;
jest nieokreslona — nie ma ekstremum,;

jest potokreslona (ma jeden znak, ale jest rowna zeru nie tylko
dla argumentow rownych zeru) - nie rozstrzyga.



Warunki Sylvestra dodatniej okreslonosci formy
kwadratowej

n
K = Z a;X;X;

i,j=1
d,, dp a,
4] d A A A
11 12 21 22 e 2
a, >0, >0,..., | : o >0
a, a, : : : :
anl anZ a nn




Uwaga. Warunki konieczne | wystarczajgce ujemne;
okreslonosci formy kwadratowej mozna otrzymac z
poprzednich nieréwnosci, jezeli w nieparzystych relacjach
(cztonach) zmieni€ znak nierownosci na przeciwny:

dy, 4ap a,,
4 4 dy 4y dpy 4 4 4
11 12 n Ay Ay 20
a,, <0, >0, |a,, a,, a»|<0,.., (—1) ) . 1>0
21 Ay
Ay dzp s
anl an2 ann




Uwaga 1. W przypadku, gdy sity czynne dziatajgce na uktad materialny z
doskonatymi wiezami skleronomiczno-holonomicznymi sg sitami ciezkosci to,
jezeli srodek ciezkosci uktadu lezy w najnizszym potozeniu, ktore jest izolowane,
to takie potozenie réwnowagi jest stateczne (zasada Torriczelli’ego).

Uwaga 2. Jezeli w potozeniu rownowagi energia potencjalna nie osigga
minimum, to analiza statecznosci staje sie bardzo ztozona.

Uwaga 3. Rownowaga bedzie rownowagg obojetng, jezeli w tym potozeniu
wszystkie pochodne czgstkowe dowolnego rzedu beda zerowe. To znaczy, ze
w pewnym otoczeniu punktu rdwnowagi energia potencjalna V (potencjat U)

jest stata



Przyktad. Uktadem mechanicznhym sg dwa
jednorodne prety OA i AB o masie m i dtugosci /
potgczone przegubowo. Ttok M ma mase m;.
Srodki pretébw sg potaczone miedzy sobag
sprezyng o sztywnosci c, ktora w nierozciggnietym
stanie ma dlugo$¢ a, <!/ . Znalez¢ site uogolniong
oraz stan rownowagi uktadu. Tarcie I mase
sprezyny pomingc.

q~4q9, =
Potencjat sit dziatajgcych na uktad

1

1
N
N
N
N
N
N

g N

\\\\\\\\\\

0,

2
U =mgx. +mgx. +mgx, ——cA

2




\\\\\\\\\\

Tutaj wspotrzedne kartezjanskie punktéw €, C,, B O

[ 3/
:Ecosqp, X, =——COSQ, Xz =2[cos@

Xc 5

1

Wydtuzenie sprezyny

1=C1C2—a0=a—a0:2-écos¢—aozlcosgp—a0 M/
G

U=mgécosg&ﬂng-%lcosqﬂrmlg-2lcos¢—%c(lcosgp—ao)2 =

:2(m+ml)glcos¢—%c(lcosgp—ao)2.



R&zniczkujge funkcje po wspotrzednej uogolnionej,
otrzymujemy

—=— (m-l—ml)glsmgp—%c 2(Icosp— ao)a(lco;;o—ao):

=—2(m+m,)glsing—c(lcosp—a,)-(~Ising)=

=—2(m+m,)glsinp+Ic(lcosp—a,)sing =
1[2 m-l—m1 g— c(lcosgp ao }smgp

Wyznaczamy site uogodlniong
ou oU A
= ~ =—[|2(m+m,)g—c(lcosp—a,) |sin .
@) oq, 0 [ ( 1)g ( @ o):l @

0=0 - —1|2(m+m)g—c(lcosp—a,)|sing=0 —>

{singp =0,

2(m+m,)g—c(lcosp—a,)=0.



\\\\\\\\\\

Statecznosc potozen rownowagi

Kazde z rozwigzan spetnia warunek konieczny

2(m+ml)g+ca0
cl

p=¢, =0 @ = @, = arccos

v
Y

PU U o (au
oq; 0p° Op\ Op

=112

:—l—[Z(m+ml)gsin(p—c(lcosgo—ao)sin(p]:
(m+m,)gcosp—c| ~Ising-sing+(lcosp—a, Cos¢:|}:
{ (m+m,)gcosp— c[ ~[sin’ @ +/ cos’ go—aocos(p}}:

=—l{[2 merl)g+cazo}cosgwrcl[l—2cos2 (p}} =
:_z{

[Z(merl)g—c(lcosgp—azo)}cosgontclsin2 go}.



Q=@ = 0 — > =l{—2(m+ml)g+c(l—a0)}

1. Jezeli jest to jedyne potozenie rownowagi (to znaczy, ze sztywnos¢
sprezyny jest bardzo mata sprezyna jest dituga), to spetniony jest
warunek

2(m+m,)g>c(l—a,)
\

Rownowaga w tym punkcie jest stateczna.



2. Jezeli to potozenie rownowagi jest jedno ale dwukrotne, to
spetniony jest warunek

2(m+m,)g=c(l—-a,)
\S
o°U
2 = O
op
Stosujgc kryterium Lagrange’a-Dirichleta nie mozemy rozstrzygnac
tego czy rownowaga jest stateczna

o°’U oU , ,
o M :l{[Z(m+ml)g—c(lcosq)—ao)]smgo—3cls1ngocosgo},
4 4
a@q(j ~ Z;ﬁ :l{[2(m+ml)g—c(lc:osgo—azo)]cosgz)—ficlcos2 @ +4cl sin’ go}.
1
3 4
g (f =0, g (f <0. Rownowaga jest stateczna

op op



3. Jezeli istniejg dwa potozenia rownowagi tego uktadu (to znaczy, ze
sztywnosc sprezyny jest dostatecznie wielka lub sama sprezyna jest
dostatecznie krétka), to spetniony jest warunek

Amem)g<c(l-a)

0°U , |
> > () RoOwnowaga niestateczna
op
2(m+ +c 2(m+m, ) o +ca
@ = @, = arccos (m ml)g % N COS @ = ( 1)g 0

cl cl



82U:—l{[2(m+m) +ca ]cos +cl[1—2cos2 ]}:
8(02 1 g 0 ¢ ¢

cl cl

=1

-

+cl
cl ¢ c*l?

_l<((2(m+ml)g+cao)2 _1_2(2(m+ml)g+ca0)zﬂ_

K(2(m+ml)g+ca0)2

=~/ 1 +cl

_czlz —2(2(m+ml)g+ca0)2 ]}_

cl c’lr’
:—%{(2(m+ml)g+ca0)2 +c’l’ —2(2(m+m1)g+cao)2} -
:—%{czl2 —(2(m+ml)g+ca0)2} = —%{[cl—(2(m+ml)g+ca0)][cl+(2(m+ml)g+ca0)]} -

1

=—— [c(l—ao)—2(m+ml)gJ[c(l+a0)+2(m+ml)gJ}<0.

c

>0 >0

o*U
o’

<0 - @ =, Jestzawsze stateczne



Przyktad. Jednorodna pryzmatyczna belka o przekroju
kwadratowym i masie m lezy oparta (punkty A i B ) o dwa
potozone w jednej ptaszczyznie poziomej wystepy odlegte o b <
av2. Znalezé potozenie rownowagi tej belki.

a

a
C
0 4 |6 p gk

Ul \
£ lG=mg
D \
\

A
S
v



Uktad ma jeden stopien swobody. Jako
wspotrzedng uogdlniong przyjmujemy kat miedzy ,_,
kierunkiem sity ciezkosciiCD. )T P

| q, ~ @

Energia potencjalna
VE—U((D) =mgh =mg(CDcosg0—AE)
BD = ABcos@ =bcosO, AE = BDsin@ =bcosfsiné

V=-U(p) =mg(a%cos¢—bcos€sin9}

(p+6’:z —> Q:Z—(p, sianosH:lsin%'
4 4 2

VE—U(q))=mg£a%cos¢—%sin{2(%—(ojﬂ - U(go):—%(a ZCosgo—bsin(%—Z(pD

U(p)= —%(ax/icosgo—bcos%o)



)

= —%(—aﬁsingp—}—ZbSinzgp) = —%(—aﬁsin¢+2b-2sin(pcos go) =

- %(a\/i —4bcos (/))sin ®.

sing =0,

mg S
T(a\/z—%cosgo)sm(o—o —> a2 — 4 cosp=0.

P=0=0  popiwmees® <22
a=22b - p=0,=¢ =0

oU  mg 0o . . _mg

Py =—7%(—a\/§sm(p+2bsm2(p)—T(a 2c0sgp—4bcos2(p)

2
a(f:mg(aﬁ—4b)<o przy a <2~/2b
oQ 2




Cos @ =

@ = @, = arccos m

(a 2cosp— 4b0032¢):7g(a 2cosp— 4b(2cos Q- 1))

2 at-2 m a’
NOREA LT D) _1 g _ap| L
N 1652 2b e

2
__+4b] :_%(a2 —8b2) >0 przy a< 2/26.

S ‘S
‘\"m ™ |6
Ql\)
Ql\)
S
N——
|
S
oQ
VR
Q



sin @

RxEzFix=RAcosH—RBCOS(%_ej:RACOS@_RBSinQZO = Ri=Rs cosd

R, EZFW =R,sinf+ R, sin(%—@j—G:RA sinfd+R,cos0-G=0 —

. . 2 2
Smesin<9+RBcosé’=G —> R, sin_ 0+ cos 9=G —> R,

cos@ cos @ cos @

R, =G = R; =Gcosb,

M . EZmomAZFl. =R, sin(%—@j-AB—G-EQ:O

4
V2
4

V2

EQ=ED+DQ, DQ=DCsinp =—=singp, ED=AB—-DW =b—BD-cos@ =b— ABcosf-cosf =

=b—bcos’@=bsin’d - EQ=—sinp+bsin’ b

a

J2

M, =RBbcosﬁ—G( sin ¢ + bsin’ «9]:0



Gbcos’0-G isin +bsin2¢9j:0 — bcosze—bsinzé?—isin =0 —>
[ﬁ Y 2
a T a T a
bcos20 ——sinp=0 — bcos2| —— @ |——=sinp=0 = bcos| ——2¢ |——=sinp=0 >
2 (4 q’j Nkt (2 q’j NoR
bsin2(p—isin(p—0 - 2bsin(pcos¢)—isingp—0 — (Zbcosgo—ijsin(o—o b
2 2 2 ’
singp =0,
cosgo—L
2\/2b
V2
o N R =R,=—G
¢=¢ =0 4 )

2
cos¢=a4b - RA:4£Z\/4b2—a 8b° —a’ G, RB=41—b(a+\/8b2—a2)G.



Przykad. WyznaczyC okres drgan ukfadu mechanicznego,
ktorym sg dwa jednakowe prety o dtugosci /i masie m kazdy,
potgczone przegubowo miedzy sobg, z nieruchomym punktem O
oraz jednorodnym dyskiem o promieniu ri masie M. Dysk moze
toczyC sie bez poslizgu po poziomej ptaszczyznie, a jego srodek
jest potaczony z nieruchomg sSciang sprezyng o sztywnosci c.
Sprezyna jest nierozciggnieta, gdy prety sg w potozeniu
pionowym



Wspotrzedna uogdlniona

P~ (q,

Wspotrzedne srodkow mas pretow i dysku

[ [

X, =—COSQ, =—sIn @,
0 " Yo, 7

X ——l COS @ —lsingp+—l singp——3lsingp
) > Yo, 2 2 ’

x; =0, y, =2/sing.



Rownanie Lagrange’a

d(OE) OE
dt\op ) O

Energia potencjalna

[ 1 : :
U=mgx, +mgx, —%cyz = mgécos¢+mggcosgo—ac(lemgo)z = mgl cosp —2cl’ sin” @

Energia kinetyczna kota

1 1 1 1 v 1 I 1 2 .
Ekzanngngwz:EMvng—lB s :5(M+—ij§:5 M + Vo

:%(M +%Mj(2lcosgo-(p)2 =3MI’ cos’ @-¢°.



Energia kinetyczna preta 04

//////////

/////////




Energia kinetyczna preta AR

1, 1 1 o L (1Y,
Ez—gmvoz +51202(0 —Em(x02+y02)+5-§m 5 Q@ =
—lm_ —isin - 2 3—lcos 2 +Lm12'2—
2 2 vre 2 v 24
1 _1 2 -2 9 2 2 :|-2 1 2 2 1 2 2 . 2 1 2 2
=—m|—["sin“@+—I["cos +—ml =—ml°| 1+8cos +—ml =
2 |4 4 v19 24 8 [ g0:|g0 24
1

= ﬁml2 [4+24cos2 go] @’



Energia kinetyczna uktadu

E=E+E +E, :émlng2 +$Wd2 (4+24cos2 go)gbz +3MI° cos’ @ -¢° =

- {%mlz +(m+3M )’ cos’ (p}gbz.

4a| ok
dt | 0¢,

]=[2(2m+6M)l2 cosgo(—singp)(b}ng{gmlz +(2m+6M)I° cos® ¢:|¢:

=—4(m+3M)I° cospsing-¢° + gmlz+ 2m+6M)I* cos’ ¢ | p.
osmao - @ 3



a—E:(m+3M)122005g0(—sing0)ogbz =2(m+3M)[” cospsing- ¢’

op

Rownanie Lagrange’a

{%mlz +(2m+6M)l2 cos’ ¢}¢—2(m+3M)[2 sin2¢ - ¢ +(m+3M)12 §in2p- ¢ =

= —mgl sin ¢ —2cl” sin 2¢



Dla matych kgtow

sing = @, sin2p = 2@, cosp =1
{§m+6M}12¢+mglgp+4clzgp=O —> (§m+6Mjlng+(mgl+4clz)g0=O —>

3mg +12cl

+kip=0 k* = :
prre (8m+18M)l

T:2—7T2272 2(4m—|—9M)I
k 3mg +12cl



Przykad. Analiza drgan swobodnych uktadu mechanicznego
jednym stopniu swobody.




Uktad ma jeden stopien swobody
Wspotrzedna uogdlniona - mate przemieszczenie y ciezaru 1:
y~4q
Po przemieszczeniu ciezaru 1 o y blok 2 obréci sie o kat @ =y/r, =4y/I

Punkt zaczepienia sprezyny K przemiesci sie 0 x, ~¢-(31/4)=4y/l-31/4=3y

Punkt A przemiesci sie o X, ~4y

Punkt B przemiesci sie o X, 4y

Punkt C przemiesci sie o

[ [
Xe ®2Y, Ve, =h25—5008¢=§(1—008¢)

2 4

cos¢:1—%+%— (n!=1-2-3-...-n)

l o'\ lg’ 1(4)/)2
Cq Vs Ve, 2( 2j 44l




Rownanie Lagrange’a

dafeE) or_ _ou_ o
dt\oy ) oy ~ 0oy Oy

W potozeniu rownowagi statycznej

y:() Qy=0 O=mg-3cA, —> A, =

2
U=U+U,+U,, :mlgy+m6gh—%c(/1st +xK)2 =m,gy+m.g 4;/ —lc(/lst +3y)2
oU 8y 8y
0, =5=mqg+m6g7—3c(/lst+3y)=mlg+m6g7—9cy—3c »

Q, = m1g+m6g87y—9cy—30 H;Ig = m6g87y—9cy =(m6g§—9cjy
C



Energia kinetyczna
1 |
E, :Emlvlz :Emd/z
1 2 y 1 :lmr2
2
E _! lmr2 y —lm ?
2 =55 r, A 2V
2
1, 1. 5,1 a1 2[2y'j o "
E,=—my, +—1,,,0;,=—m -(Zy) +——m,r, | — | =2m,y " +m,y" =3m,y".
4240240424 2244’/4 4 4 4

Vo, _vg vy _ 1 d(4y)=Q
v, 2r, 2r, 2r dt v,



Pret 6 porusz sie ruchem obrotowym
wzgledem srodka O, z predkoscig katowa

o, =@ /

1 .2 1 (1Y (1Y 4 P 1

E :5[602§0 fo0, =3 (5] +m"(§) =3y =3 ”4/I’
E=E —|—E2—I—E4—I—E6=%mlj/2+in72j/2+3m4j/2+§m6j/2=%(ml +%n72 +6m4+?m6jy'2

Masa zredukowana

1 16
m=m, +5m2 +6m, +?m6



OF ( 1 16 j
—=|m+—m,+b6m, +—m, |y
oy 2 3
)%k —( +lm +6m +Em j
di\ o m e + T3 M y
L o
oy

m +%m2 +6m, -k%m6 j}—Oz(m6g§—9cjy —>

m, +%m2 +6m, +§m6 j}—(m6g§—9cjy =0

Grky=0 K= Ol —-8m,g

1 16
[| m, +5m2 +6m, Jr?m6



Przyktad: Analiza drgan swobodnych uktadu mechanicznego o
dwoch stopniach swobody

z

WyznaczyC czestosci | okresy matych swobodnych drgan
uktadu mechanicznego o dwoch stopniach swobody. Sity
oporu, masy sprezyn oraz momenty bezwtadnosci skrecanych
watdw nominac.



h
< D
. . <Y
Wspotrzedne uogolnione » l 0, lc_ by : e
zl(p % +]1 O }“sﬁéiz
Cl \ A z
mi g
: : ‘ G
Z~@q — przemieszczenie masy m, * |

p~q, - kat obrotu dzwigni BD
Warunki poczatkowe

= 20> Z| = Vo = Zp>

7
t:to :O

t:to :O

Przemieszczenia pionowe punktow zaczepienia sprezyn i
srodka masy dzwigni:

[ +1 [ —1
Zp = 4@, Zp ==L, Zy =—4L0, Zc:_h2—01C'(0:—d'¢:(%_l1)¢:_%¢



Wszystkie  dziatajgce na e 0 Mm
uktad sity sg potencjalne 9 §§3§
(zachowawcze). Dlatego o VG

réwnania Lagrange’a ruchu - . +G1

majg postac

d(an OE_op _OU__ oV diO0B) GE_., O0U_ o
dt\ oz ) oz = oz oz dt\op) 09 ~' Op 8{0
Potencjat

U=U,+U_,+U_,+U_ ,=mg(z—z,)+m,gz —
1 1 | 1 |

1
_501(11§0i}“sz1) "'261/12 202(12¢iﬂ“st2) +Eczﬁs2zz_563 (l3¢+}“sz3+z) "'503/13:3'

Znak gorny, gdy sprezyny 1 i 2 sg w potozeniu rownowagi
statycznej rozciggniete i dolny w przeciwnym przypadku.



< Y b D
v« ! O_¢C 5 = $ho vlz(P
Sity uogodlnione ho *h Y, 30
y 5 5
" vG, z
aU m, I
;= P :mlg_%(lsgﬂ"‘ﬂ'sﬁ"'z)f *Gl
oU
ng = oo =G (11(0i As1 )11 — G (12 i/lszz)lz — G (13(P+ Ags + 2)13-
W potozeniu rownowagi statycznej
z=0,0=0 | 0.=0,0,=0
O=mg-cA,; > A= T8 )
G
+o Al —mgl __ ¢l 1T m, gl

0=Fc Al F Al — Al =Fe Al Fe,A

st2

L—mgl, > A, =

st

*c,l, c,l, c,l,



oU m

Q.=—=mg—q (l3§0+ 1S + Zj =mg—cLp—mg—cz=—c, (Z+l3§0)a
Oz c;

Q(p = a_U =—q¢, (l1§0 + A ) -6, (Zz(p AN {_Cl_ll a1 T it }j — ¢l (ls(P + L + Zj =
op c,l, c,l, C,

cllzg0+01/1 [ —c,Lotcl A +mgl —clip-mgl, —clz=

st1%1 st

=—cl’p—cp—clip—clz= —(clll2 +o,l +cl; ) @ —c,l,z.

Energia kinetyczna

1 1
E=E +Ey =—m? +6m2(112+122—1112)gb2



< Y g D
1H< ! O_¢C l: 0 - Lo bo
¢ h
1 3 .0 7\.5[3, %’«2
() VGZ : a
H’ll 1
T *Gl
oF . OF 1 , \&
—=mz, —=—m, ([ +5 ~1L,)p=1,¢
) ) 1
0z op 3

d ( OF .. d|OF 1 5 . .
£ ()t

Oy
1074

op



< Y b D
. : ’ v < d O_C 5 = $ho \7[2([’
Rownania Lagrange’a Lo xj, v, 3§
B 0 St
& vG, © z
ml
mz—0=—c,(z+Lp), vG
. 2 2 2 v
l,9—0= —(cll1 +c,l; + ¢l )gp—c3l3z
a,z+c,,z+c,p =0, (a)

Uy P +CyyZ+Cprp = 0.

a,, =m,, ¢, =Cy, C, =Cyls,

_ (.2 2 2 L
Ay =1, € = (Clll +c)l;y +cl; )9 Cy =€y = Cls,



< £ D
: : ; > N

Rozwigzanie ’szcze’golnc? e 0, lC_ B % Tho= o
uktadu tych dwdéch rownan o - A Y, 30
rozniczkowych poszukujemy . ve, o 93
w postaci: \ i i c

. 1

z =a,sin(kt+ f3), T

@ =a,sin(kt+ f),

&

@ .
Wprowadzajgc P = U otrzymujemy
1

z=aq, sin(kt+,6’),
Q= Uz = ua, sin(kt—lr,B).

(b)

u - wspotczynnik dystrybucji



h

h

« D
» N
0, m Lo

v<

otrzymujemy

-

7 N
3 o | .
Lo = 1 é*k.ﬁ %‘?’2
0 S'—
C v G2 4 -
m|

Po podstawieniu wzoréw (b) do uktadu rownan (a), v’

(—anazlk2 +c,a, + clz,ual)sin(kt + ,6’) =0,

(—czzz,uazlk2 +c,,a, +C,, a, )sin(kt +p)=0.

2
(—ank +c, 4—012,11)611 =0,

b
\(_azzﬂkz Ty T szﬂ)al =0

>

-

2 _
—a, k" +c,,+c,u=0,

2
(—appk” +cy +epu=0.



v . 0_¢C ¢ LoZ ,ho

ZI(P B +h 9, *}“.5'[3 %Cé
() VGZ “ Z

m|

Po wyrugowaniu wspotczynnika u otrzymujemy: v
2ic 4 ~0 U= allk2 — ¢
dy = +Cll +C12/U = . . c., N
—a,, 1 Cy +Corll =
22 21 22 kcm n ,U(sz _ azzkz) ~0

2 —
Cyp T+ (allk CH) (sz —a22k2) =0 — (011 _allkz)(czz _azzkz)_clzz = 0.

Ciy



[
< Y 2 D
v« d O_¢C 5 = $ho vlz(P
ZI(P B +h 0 *}u,ﬁ G
" VG © z év
ml
\
G2

0

4 2 2
a,,a,k" — (Cuazz TG00y, ) k™ + (6’11622 —Cpp )

m1101k4 — (c3101 + [clll2 +o,l; +c,l; ] m, ) k* + (c3 [C1l12 +o,l; +c,l; ] ~cl; ) =0

Rownanie charakterystyczne



v/ h 0_C ) LoZ [ bo

2 *Gl
1= a,k” —c, _ Cip f
2
Cio a,k® —c,,
2 2
10, = a, ki —c, _ Ciy _ mk; —c, _ NS
1~ - 2 _ B 2 2 2 2\’
12 Qyky —Cy A 1ok _(Clll + ¢l +C3Z3)
a.k:—c C mk: —c C.l
g, = 12 ok, —C3 3t3
2 - 2 _ o 2 2 2 2\’
Cia ayy k5 — €y Gl 1,k _(Clll + 6,05 + ¢l )



Twierdzenie o zmianie catkowitej energii mechanicznej
ukiadu holonomicznego

Wiezy, ktére ograniczajg tylko przemieszczenia (a nie predkosci) uktadu
punktdbw materialnych nazywane sg wiezami holonomicznymi Ilub
geometrycznymi. Rownania i nierownosci takich wiezow nie zawierajg
pochodnych wspotrzednych punktow wzgledem czasu.

fel%;,3;.2,1)=0 (j=1..N,x =1..k)

Na holonomiczny uktad materialny, na ktory sg natozone wiezy idealne
dziatajg sity czynne potencjalne z potencjatem

U =U(ql, Grs-er .5 t)

oraz sity czynne niepotencjalne Q”



Energia kinetyczna we wspotrzednych uogdlnionych

1 & 1 3N ,
E 5 m r — A mVxV
2 ; JJ 2 —
(ql,qz, »q,;t) (v=1..3N)
S 0
% = ox, 09, N axv - Ox, . ox, (v =1.3N),
m0q, Ot Ot T lﬁqp 8t
N s 2
().CV )2 _ Z 8x ox, Ox, . i+ 22 Ox, axvq.p +((’3ij (v=1.3N).
p=l1 aqp p=1l r=I1 aqp r p=1 aqp at 8t

Nooox, O, . & o o, 1 (ax, )
ZZ%%Z e NG, S m xV+—va( xvj.
p=1 =] )

p =1 r=I1 v=l aqp 5% aqp Gt 2\‘,:1 8t
b,

'

d



¢, - O, 0y, &, v O, 0x, 1 Ox,
E=g L2408 2, *Z%Z’”‘/aq ot +2va(at

p=1 r=1 p 1/—1 y
a 159 ¢
L Ox, 8xv X X Ox
a, Eapr(q;t)=z;mv P =b EC(q;t)=Z;mv( -
v= p r V=
1
ZZaprqpqr +prqp +—c=E+E +E,,
2 p=1 r=1 2
|
Zzaprqpqr’ k= Zb d, E,=-c
p =1 r=1 2

W przypadku wiezow skleronomlcnych energia kinetyczna jest
jednorodng funkcjg kwadratowg predkosci uogdlnionych

— ¥ >4, ()44,

plrl



Energia kinetyczna we wspoirzednych uogélnionych

ZZaprqpqr+Z qp+ c=E,+E +E,,

plrl

|
ZZaprqpqr’ E Z qp’ _26‘

plrl

0=3mS i) =2 28 emc(qan)=3om

QI" v=l



Catkowita energia mechaniczna
E=F£+V=FE-U

Twierdzenie o zmianie catkowitej energii mechanicznej
ukiadu holonomicznego. Pochodna materialna
catkowitej energii mechanicznej ukiadu

dE _ d(E+V) _d (E1+2E0)+6V_8E+P*,
dt dt dt ot Ot
P :ZQi*q.f
i=1

P" - moc sit niepotencjalnych



Szczegolne przypadki

1. Uktad skleronomiczny
E=E, (E =0,E,=0), 0E/0t=0

dE _ d(E+V) L
dt dt ot

2. Uktad skleronomiczny — pole sit jest polem zachowawczym,
a potencjaty nie zalezg od czasu.

U:U(QD qrs--es qS) V:V(q“qz""’qs)



3. Uktad skleronomiczny - dziatajg tylko sity zachowawcze

dE:d(E+V)
dt  dt

=P =0 > E=E+V =E-U =h=const

Zasada zachowania catkowitej energii mechanicznej uktadu:
jezeli na skleronomiczno-holonomiczny uktad, na ktéry natozone

sg wiezy idealne dziatajg tylko sity zachowawcze, to catkowita
energia mechaniczna uktadu jest stata.



Def. Funkcja jednorodna stopnia &

(,0(/15[1; 'ACIn) — /1k(p(q1, e Qn)

Twierdzenie Eulera o funkcjach jednorodnych: Dla funkcji
jednorodnej ¢ (q4, ..., q,) stopnia k

i @go(ql, Grseees qn)

q;, =kp\q,, 9,59,
i=1 aq, (1 2 )



Sity zyroskopowe

Zyroskopowe sily — sity, dla ktorych moc jest zawsze réwna
zeru

P =0
Przyktadem sity zyroskopowe] moze byC kazda sifa,
prostopadta do kierunku ruchu, np. sita ciezkosci dla
poruszajgcego sie poziomo ciata.

Z zasady zachowania catkowitej energii mechanicznej

T=E+V =E-U =h=const



Rozwazmy sity niepotencjalne, proporcjonalne do predkosci
uogolnionych

O = Zgijq'j (i=1..s)
=

Warunkiem koniecznym i wystarczajgcym na to, zeby okreslone
wzorem sSity niepotencjalne, byly zyroskopowymi jest
antysymetrycznos¢ macierzy &

g, =0 (=1.5), g, =—g, (i,j=1l.s;i# )



P’ ZQ% 'Y 2,40, = —ZZ&]%% —ZZ&J%

=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1
Jj= Jj= Jj= q<_>qj

> Y g+ —ZZgﬂz%——ZZgy%% DORNFTE

ll]l ll]l 11]1 ]111

2y 53

/

(35) 1 S S

& - -
=—ZZg,,q,q, —Zzgﬂq,q, =228+ 8i)dd = 5 2.2(0)4,4, =0,
i=1 j=

ll]l ll]l =l j=1

Wazng wtasciwoscig sit zyroskopowych jest to, ze przy wiezach
skleronomicznych nie powoduja zmian energii kinetycznej

d(E+V 3
( ):p _>d_E:()—>E:const
dt dt




Whniosek 1. Praca sit zyroskopowych na przemieszczeniach
rzeczywistych uktadu materialnego jest rowna zeru.
Whniosek 2. Sity zyroskopowe nie rozpraszajg enerqii

mechanicznej uktadu. Mogg wiec one wystepowac w uktadach
zachowawczych.

dlE+V )
( i )=P > dE:O—)Ezconst
dt dt




Przyktad. Bak o ciezarze ¢ obraca sie wokot wlasnej osi z
predkoscig kgtowg w. Os wlasna obraca sie wokoét pionowej
osi z; z predkoscig katowg w,. Jest to precesja regularna.

Z przyblizonej teorii zyroskopu

[ (ox®,)=M, =mom,G




Sita ciezkosci dziatajgca
prostopadle do kierunku ruchu
baka, jest sitg zyroskopowa.

PPr=Mow; =L(wXw)ow=0 ((wXw)Llw



Uogdlniony potencjat i uogoélniona energia potencjalna

potencjat uogolniony U(q ,q ;t)
p>1p

sita uogolniona

Ql.:—d 6q +6—U (i=1...5)
dt\ dq; ) 0g,

potencjalna energia uogolniona

V(4,.4,:1)=-U(4,.4,:7)



s 9°'U . o0°U oU s 90U
Z ; qd;, — . + = Z
7=10q,0q, " 04,0t 0q, 109,09,

0--y 20

i+ (G, q.:1) (i=1.s
Fioq G, +f,(d,.9,:1) ( )

Jezeli sity nie zalezg od predkosci, to
o°U
04,04,

=0

| potencjat uogolniony moze byc¢ funkcjg liniowg tylko predkosci
uogolnionych

U(qp,q-p;f):UO(qP;t)@luj(%;,)qj



Poniewaz

to

sity zyroskopowe




Przykiad. \Wykazac, ze sity bezwtadnosci Coriolisa w ukfadzie
mechanicznym, na ktore sg natozone wiezy skleronomiczne, sg

sitami zyroskopowymi.

Rozpatrujemy punkt materialny o masie m poruszajgcy sie z
predkoscig v w uktadzie nieinercyjnym. Uktad ten porusza sie
wzgledem uktadu nieruchomego z predkoscig kagtowg w.
Wyznaczamy site bezwtadnosci Coriolisa

B =-2m(w X v)

Prace przygotowang sity bezwtadnosci Coriolisa mozna
obliczy¢, wykorzystujgc przemieszczenie przygotowane or

OW = Bodr = —2m(w X v) o 0r=—2m(w X v) o vdt=0



Sity dyssypacyjne dE p*

P <0 dt

Whniosek 1. Dla niepotencjalnych sit oporu (sit dyssypacyjnych),
dla ktérych moc jest niedodatnia catkowita energia mechaniczna
uktadu zmniejsza sie w czasie ruchu | dgzy do zera Pod
dziataniem sit dyssypacyjnych catkowita energia mechaniczna
uktadu rozprasza sie.

Whniosek 2. W przypadku, gdy na uktad mechaniczny dziatajg
sity dyssypacyjne, a takie sity w rzeczywistosci zawsze
wystepujg, to jezeli do uktadu nie jest doprowadzana energia
mechaniczna za pomocg sit czynnych, to ruch ukitadu
mechanicznego wczesnie] czy pozniej ustanie. Niemozliwosc
Istnienia perpetuum mobile.



Def. Symetryczng dodatnig forme kwadratowa

R :%Zsliﬁyqzq} >0 ('Blj :'Bﬁ)

i=1 j=1

okreslajgcg sity niepotencjalne

. OR 5 L.
Qi :__.:_Zﬂijq] (lIl...S)
oq, j=1

nazywamy dyssypacyjna funkcjg Rayleigha.



ZaleznosC mocy sit dyssypacyjnych z wykorzystaniem
dyssypacyjnej funkg;ji Rayleigha

P=Y04-= —Z —q, = —ZZ,BUCI,%
i=1 i=1 =1 j=1

Uwaga. Jezeli na uktad mechaniczny dziatajg sity czynne
potencjalne z potencjatem

U =U(ql, Grseees g, t)

oraz sily dyssypacyjne z funkcjg Rayleigha i inne sity czynne
niepotencjalne, to rownania Lagrange’a sg postaci

d[@E] O R _oU O (p=ls)

. L0 (p=ls) wp L] 0| K
dt\ oq,) 0q, 8ql. oq, dt\ dq, ) 0q, qu



Przyktad. Wyprowadzi¢ rownania ruchu drgan wymuszonych
uktadu holonomicznego o jednym stopniu swobody =z
wykorzystaniem rownan Lagrange’a drugiego rodzaju,
uwzgledniajac sity dyssypacyjne Rayleigha.

d(0E\ OE .
- |-—=0  0=0"+0"+0"(1)
dt\ 0q ) 0Oq
,_OU - . .
0 = uogolniona sita sprezysta
. OR - . . .
O" = = uogolniona sita dyssypacyjna Rayleigha
q

5w

> uogolniona sita wymuszajgca
q

0" (1)



R&zniczkujge otrzymujemy

OF . d|OoOE .. OE oU C AW
—=mq, —| — |=mg, — =0, 0" =——=—cq, QR=——.:—05% Q (t):—:P(t)
Py dr\ 3q oq oq oG °q

mi—0=—cq—aq+P(t) lub mg+ag+cqg=P(t)



Réwnania kanoniczne Hamiltona
Funkcja Lagrange’a L(qj, q; t)

opisuje ruch uktadu materialnego holonomicznego w polu sit
potencjalnych. Zalezy ona od 2s+1 zmiennych

q;>9;:t (jzl...s)

nazywanymi zmiennymi Lagrange’a. Sg one od siebie

zalezne, poniewaz wspotrzedne i predkosci uogolnione zaleza
od czasu 9;=9,(1)-4,=4;(7)

Wprowadzamy uktad parametrow (zmiennych) Hamiltona
q;» D>t
P; sgpedami uogolnionymi, ktére wyznaczamy z zaleznosci

oL

P =g =Pl a0) (=19)



Uwaga 1. Zmienne ¢,,t w uktadach Lagrange'a oraz Hamiltona
sg takie same.

Uwaga 2. Uwzgledniajgc rownania Lagrange’a

d| oL oL o oL . .
dt(ac}jj_aqj =0 (j=1..s) oraz p, :a—.jzpj(qj,qj,t) (j=1..s)
otrzymujemy
oL , .
pi=—— (Jj=1.s)



Przeksztatcenie Legendre’a.

Rozpatrujemy funkcje X =X (x,x,,...x,) zmiennych X, X,,..., X,

2,..-, S

oraz parametrow ¢ dla ktérej hesian wzgledem x,, x,,..., x,

Ox,0x

) S
det[ X } #0  jestrdzny od zera.
i,j=1

Wprowadzamy nowe zmienne Y, :gi (j = 1...s)
X .
J
inowa funkcie Y=Y (y,, ¥55eees V)
¥ = Zijj -X



Zastosujemy przeksztatcenie Legendre’a do funkcji Hamiltona
H, zaktadajac, ze

H~Y, Py Drseves Dy~ N> Vaseons Vi
XNL, ql, qz,..., q.s le, X29"°9 xS,

zmienne  ¢,,! sgparametrami %

H(qi’ P> t)zzquj _L(qi’qi’t)

j=!

q,=f (g, p;t) (J,i=1..s)



L=E+U=L,+L+L, (E=E,+E +E,)

1

ZZaprq q., L, =E = Zb q, Ly=E,+U=—c+U
2p1r1 2
oL .
Pj=£.j=l9j(qjaq] )(] Il S)



Poniewaz wyznacznik tego uktadu réownan liniowych

all a12 als
aq,| (99,04,
asl asZ ass

to mozna go rozwigzac¢ wzgledem predkosci uogolnionych qp

q. :Za;pj +b; (j=1...S)
r=1



Przykiad. Wyprowadzi¢ funkcje Hamiltona dla
wahadta matematycznego o masie m |
g dtugosci /, ktérego punkt zawieszenia porucza sie

Y po okregu o promieniu r ze statg predkoscia
fffffffff 3 katowa w.

W tym przypadku na wahadto natozone
sg wiezy idealne i reonomiczne. Ukiad
4 ma jeden stopien swobodly.

Za wspotrzedng uogolniong przyjmujemy kat @~ q,



x,=rcosf+Icosp=rcoswt+I[cosp,

y,=rsinf+Ismme=rsinwt+I[sme.

Vi =vi +v), =12+ 32 =(-resinot -Ising- @) +(rocosot+1cos - ) =
=r’w’sin’ @t + 2rosinwt -Ising-¢ +1°sin’ ¢ - ¢° +
+r’w’® cos’ wt + 2rwcoswt -1cos g - ¢ +1° cos’ - ¢ =

=r’w’ + 2rolg(sinwt sin g + cos wt cos )+ I°p* =

=r’w’ +2rolgcos(p—wt)+1°9°.



Energia kinetyczna

E= %m(rza)z +2rolgcos(p—ot)+1° ¢

Potencjat sity ciezkosci

U = mgx, = mg(rcos @t +1cosp)



Funkcja Lagrange’a

L=E+U :%m(rza)2 +2ra)lgbcos(go—a)t)+lng2)—mg(rcosa)t+lcosg0)

Ped uogolniony

P, ~ P =2—(Lb=%m(2ra)lcos(gp—a)t)+2lng) = mrol cos(¢p—wt)+ml*p



Predkosc¢ uogodlniona

. D, _ra)cos(gp—a)t)
G 1

Funkcja Hamiltona

H=3pd,~L=p,o-L=mratpeos(p=or) + m’¢’ -
j=1
—%m(rza)2 +W+12¢2)—mg(rcosa)tJrlcosga):

1
= %mlng2 —mg (rcos @t +1cos (p)—Emrza)z.



Rownania Hamiltona



